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作用, 強い相互作用, 重力相互作用の 4種類がある. これらの相互作用のうち, 電磁相互作用, 弱い









の内, 共形アノマリーが現れない理論として, I型, IIA型, IIB型, SO(32)ヘテロ型, E8 × E8 ヘ
テロ型の 5種類の超弦理論が知られている. これら 5種類の超弦理論の内, 特にヘテロ型超弦理
論は SO(32)や E8 × E8 のゲージ対称性を持つため, その部分群として素粒子標準模型における
SU(3)× SU(2)× U(1)ゲージ対称性を再現し, これまでの実験結果とも整合的な理論が含まれて
いると期待されている. 一方, 5種類全ての超弦理論は低エネルギー極限において超重力理論を再
現することが知られており, 従って重力理論としての側面も有している. 以上のことなどから, 超
弦理論は 4種類の相互作用を統一的に記述できる理論の候補として研究されてきた.
5種類の超弦理論は完全に独立な理論ではなく, 双対性によって関連づけられることが知られ
ている. 超弦理論の双対性として T双対性と S双対性が挙げられる. T双対性は”Target space
duality”の頭文字から名付けられており, その名の通り弦の住む標的空間の対応関係を表す双対性
である. T双対性の最も簡単な例は, 半径Rの円周 (S1)を標的空間とする閉弦の理論と, 半径 1/R
の S1を標的空間とする閉弦の理論が弦の運動量と巻きつき数を入れ替える対応関係によって等価
であるという関係である [1, 2]. T双対性は IIA型超弦理論と IIB型超弦理論, SO(32)ヘテロ型超
弦理論と E8 × E8ヘテロ型超弦理論をそれぞれ対応づけることが知られている. ここで挙げた例
は, 余剰次元の内 1方向を S1コンパクト化して得られる弦の例であるが, 更に高次元の余剰次元
をコンパクト化した場合のT双対性も研究されている. 特に余剰次元を d次元トーラス (T d)にコ
ンパクト化した弦の場合, T双対変換はO(d, d)群を成すことが知られている [3, 4, 5]. 一方, S双
対性は”Strong weak duality”に基づいて名付けられた双対性で, 弦の結合定数 gsを 1/gsに入れ替
える対応関係を表す. すなわち弦の強結合の理論と弱結合の理論を対応づける双対性である. S双
対性によって I型超弦理論と SO(32)ヘテロ型超弦理論が対応づけられることが知られている. ま
た IIB型超弦理論は S双対性について自己双対であることも知られている. T双対性と S双対性は
3
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まとめて U双対性 (”Unified duality”)と呼ばれ, これらを統一的に記述する枠組みが研究されて
いる.
超弦理論では共形アノマリーが現れない条件として, 標的空間の次元が 10次元であることを要
請する. 一方, これまでに観測されている時空の次元は 4次元である. この隔たりを埋めるため, 6
次元の余剰次元はこれまでの観測にかからない程度に十分に小さく丸められている (コンパクト化
されている)と考えられている. 10次元の理論をコンパクト化する際, どのような多様体にコンパ
クト化するかによって得られる有効理論が変わる. 最も単純なコンパクト化として T 6へのコンパ
クト化を考える場合, これは平坦な空間へのコンパクト化であるため超対称性は最大に保たれる.
すなわち 10次元N = 2の IIA, IIB型超弦理論からは 4次元N = 8の有効理論が得られ, 10次元
N = 1の I型およびヘテロ型超弦理論からは 4次元N = 4の有効理論が得られることになる. こ
のような超対称性の数が多い有効理論は, これまでの観測との隔たりが大きいため有効でないと考
えられている. 一方, 複素 3次元 (実 6次元)のCarabi-Yau多様体へのコンパクト化を考えると, 超
対称性がN = 1まで落とされ, 現象論的にも受け入れやすいコンパクト化を実現できることが知








スコンパクト化 [6, 7, 8]である. フラックスコンパクト化では, 拡張された電磁場 (フラックス)を
コンパクト化された余剰次元方向に導入することで, モジュライのポテンシャルを生成することが
できる.
フラックスコンパクト化を実現する次元簡約の手法の 1つとして, Scherk-Schwarz (SS)次元簡
約 [9]が知られている. 超重力理論のNS-NSセクターに注目して SS次元簡約を議論すれば, SS次
元簡約は内部空間にHフラックスと f フラックスを導入したトーラス (捻れたトーラス)へのコン
パクト化を実現する (本論文 §2.3参照). このように SS次元簡約や一般の多様体へのコンパクト化
によって導入されるフラックスは幾何学的フラックスと呼ばれる.
一方, フラックスが存在する標的空間についてT双対性を議論すると, フラックスは他の形のフ
ラックスへと対応づけられることが知られている. 例えば T 6上に導入されたHフラックスの場合
を考える. H フラックスは 3形式場であるから 3つの完全反対称な添字を持つ: Hmnp (m,n, p =
1, . . . , 6). 従って, 形式的には 3方向それぞれについて T双対変換を考えることができて, このと
きH フラックスは次のように移り変わることが考えられる.
Hmnp
Tp←−−−−→ fmnp Tn←−−−−→ Qmnp Tm←−−−−→ Rmnp. (1.1.1)
ここで各添字の方向についての T双対性を Tp などと表した. ここに現れた 4種類のフラックス
の内H フラックスと f フラックスは前述の通り SS次元簡約によって得られる幾何学的フラック
スである. 一方, QフラックスとRフラックスは SSコンパクト化や一般の多様体へのコンパクト
化によって得られないフラックスであり, 局所的にしか定義できないということが知られている
4
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[10, 11]. このように一般の多様体へのコンパクト化によって得られないフラックスは非幾何学的
フラックスと呼ばれる.













ためにはT双対不変な重力理論を考える必要がある. 特に T dにコンパクト化された弦を考える場
合, T双対変換はO(d, d)群を成すため, O(d, d)不変な重力理論が求められる. このような目的で
研究されている理論がDouble Field Theory (DFT)である.
T双対変換は弦の内部空間方向の運動量 Pm(m = 1, . . . , d)と巻きつき数Wmを入れ替える変
換である. 従って, T双対不変な理論を考える場合, 運動量と巻きつき数を等価に扱う必要がある.
一般に, 運動量 Pmは時空座標Xmの正準共役量として定義される. これに伴いT双対不変な理論
を議論するには, 巻きつき数Wmに対する正準共役座標 (双対座標)X˜mを導入して考えるのが良
い. DFTはこの考えに基づいて, 内部空間の次元を 2倍に拡張することで双対座標を導入し, T双
対不変性が明らかな形に書いた理論である [15, 16, 17].
DFTでは理論にT双対不変性を持たせるために,内部空間が 2d次元時空に拡大されている. すな
わち,理論に含まれる全ての場Φは二重化された時空の座標依存性を持っている: Φ = Φ(Xm, X˜m).
一方, 超弦理論の有効理論の内部空間は DFTにおける二重化された時空の内の半分であり, 理論
に含まれる全ての場は X˜m依存性を持たない. このため, DFT自体は超弦理論の有効理論ではな




mΨ(Xm, X˜m) = 0 (1.1.2)
の形で書かれ, セクション条件 (section condition)と呼ばれる. ここでΦとΨはDFTの任意の場
を表し, 微分 ∂mと ∂˜mはそれぞれ二重化された時空の座標Xmと X˜mに関する微分である. セク
ション条件は場の双対座標依存性を落とすことで満たすことができる: Φ = Φ(Xm), Ψ = Ψ(Xm).
これが二重化された時空を半分に次元簡約することに対応する. DFTの作用とゲージ変換はこの
条件の下で超重力理論の作用とゲージ変換を再現する.
DFTを考える利点は, 理論が一般座標変換不変かつ T双対不変であるため, 非幾何学的フラッ
クスを大域的に定義できる点にある. 実際T-foldはDFT上で幾何学的に記述できることが [18]で
議論されている. 更に, DFTのT双対不変性に伴い (1.1.1)に現れた 4種類のフラックスは, DFT
5
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では統一的に表される [19, 20]. この 4種類のフラックスを統一した DFT上のフラックスは一般
化フラックスと呼ばれ, DFTはこの一般化フラックスのゲージ理論として記述される.
DFTのゲージ変換は一般化 Lie微分と呼ばれる Lie微分の拡張によって生成される. この一般
化 Lie微分は, 通常の Lie微分を T双対変換を含むように拡張したものである. しかし, この拡張
に伴い一般化 Lie微分は Leibniz則を満たさず, DFTのゲージ代数は一般に閉じない [21]. このこ




法で, BRST量子化の拡張であるBV量子化 [23, 24]の議論で導入されている. 超多様体法はBRST
量子化における BRST電荷に対応するQ構造と, 超多様体上の Poisson構造 (P構造)によって構
成される. これらの構造はまとめて QP構造とも呼ばれる. また, QP構造を持つ超多様体は QP
多様体と呼ばれる. 先行研究 [22]では, QP多様体上で DFTの一般化 Lie微分が再現されるよう
なQP構造が特定された. 更に, QP多様体上の正準変換が議論され, これに伴うQ構造の変形に
よって (1.1.1)に現れた 4種類のフラックスが導入できることも示された.
以上は余剰次元を平坦な空間である T d上にコンパクト化した場合の議論である. 一方, 曲がっ
た空間上のT双対性として非アーベル型T双対性が近年注目されている [25, 26, 27]. 非アーベル
型 T双対性は群多様体などの曲がった多様体上にコンパクト化されたシグマ模型の対応関係を示
す双対性である. 曲がった多様体上のアイソメトリー方向を表すKillingベクトルは, 一般に非自明
な交換関係を持つ. 非アーベル型 T双対性は, これらの非アーベル型の交換関係を満たす Killing
ベクトルに伴う T双対性であることを受けて名付けられている. 非アーベル型 T双対性に関して
標的空間を平坦な T dに選べば, Killingベクトルは自明な交換関係を満たし, 非アーベル型T双対
性は通常のT双対性に帰着する. このことから非アーベル型T双対性はT双対性の拡張として議
論されている.
非アーベル型 T双対性の超弦理論への応用例としては, IIA型超重力理論の解である AdS3 ×
S3 × T 4上の D1-D5ブレーン系や AdS5 × S5上の D3ブレーン系の地平線近傍の幾何が, それぞ
れ有質量型超重力理論の解であるAdS3 ×X3 × T 4やAdS5 ×X5と対応づけられることなどが調






きない. DFTを曲がった標的空間上の理論に拡張する試みはDFTWZWとして [31, 32, 33]などで
進められている. DFTWZWは, 群多様体を標的空間とする弦理論であるWess-Zumino-Witten模
型 [34, 35]を元に構成された DFTであり, 通常の DFTの拡張として構成されている. DFTWZW
の標的空間は 2d次元の群多様体であるため, 非アーベル型 T双対性の構造を含んでおり, 非アー
ベル型 T双対変換で不変であることが示唆されている [36].
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本研究では先行研究 [22]を参考に, DFTのゲージ変換を生成する一般化 Lie微分に注目し, これ
を再現する pre-QP多様体のQP構造を特定した. 特に pre-QP多様体上に DFT基底を導入する
ことで, DFTのO(D,D)共変性が明らかな形でQP構造を書き表すことができることを発見した.
また, DFTのフラックス形式を議論し, これと整合的であるように DFTの一般化フラックスを
pre-QP多様体上で再定義した. DFTの一般化フラックスについては [37, 20]などで議論されてお
り, それらが満たすべき Bianchi恒等式についても考察されている. これらの一般化フラックスが
満たすべき Bianchi恒等式は一般化 Bianchi恒等式と呼ばれている. 本研究では先行研究 [38, 22]
でH, f,Q,RフラックスのBianchi恒等式が, 古典的マスター方程式と呼ばれるQP多様体の整合
性の条件によって得られていることを参考に, 一般化 Bianchi恒等式を導く pre-QP多様体の整合
性の条件として pre-Bianchi恒等式を発見した. また, pre-QP多様体上の正準変換も O(D,D)共




ラックスを, 正準変換によって変形された pre-QP多様体上の DFTの一般化 Lie微分やフラック
スと比較することによって, GSS変形が正準変換によって適切に記述されていることを確かめた.








QP構造を元に, 一般化 Lie微分や一般化フラックスを平坦な背景時空上の DFTにおける構造と
同じ形式で定義した. また, フラックスが満たすべき pre-Bianchi恒等式も同様の方法で導出した.
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1.3 論文の構成
本論文は以下のような流れで議論を進める.
まず §2では超弦理論における T双対性について解説する. §2.1では最も簡単な例として S1コ
ンパクト化されたボゾン的閉弦の理論を例に, 標的空間の対応関係を示す. その後 §2.2で T dコン
パクト化された弦を議論して, T双対性の変換群がO(d, d,Z)であることを解説する. §2.3では超
弦理論の低エネルギー有効理論である超弦理論とその SSコンパクト化を議論することで, 超重力




介し, ゲージ代数が閉じていないことを見る. またフラックス形式のDFTを紹介し, 一般化フラッ




義する. また, pre-QP多様体上のフラックスが満たすべき方程式として pre-Bianchi恒等式を定義
する.
本研究の主な結果は §5と §6に述べる.
§5では超多様体法に基づいて, DFTの代数構造を明らかにする. §5.1では, DFTの一般化 Lie
微分が pre-QP多様体上の誘導括弧積によって記述できることを示し, その閉条件として弱いマス
ター方程式を定義する. 次に §5.2で pre-QP多様体上の正凖変換を議論し, DFTを再現するQ構
造の変形を議論する. これを元に, pre-QP多様体上のDFTのGSS変形が正凖変換で理解できる
ことを示す. 最後に pre-QP多様体上の DFTのフラックスが満たすべき pre-Bianchi恒等式を導
出し, 先行研究 [37, 20]で議論されている一般化 Bianchi恒等式が得られることを見る.
§6では pre-QP多様体を一般の背景時空に対して共変な形に拡張して, 一般の背景時空上のDFT
を考える. 前述の通り, 一般の多様体に対して共変な pre-QP多様体を構成し, そこに DFT基底
を導入することでDFTcovの代数構造を構成する. Q構造を決定した後, 一般化 Lie微分の閉条件
としての弱いマスター方程式を議論する. また同時に §5.1と同じ形で DFTcov における一般化フ
ラックスを定義する. 更に, §5.2と同様に pre-QP多様体上の正凖変換を議論して, DFTcov の Q
構造の変形も考える. これらを元に, DFTcovにおける一般化フラックスが満たすべき pre-Bianchi






[1]. [1]では, 異なる標的空間上の閉弦の理論が α′の 0次のオーダーで互いに等価であることが示
されたが, その後経路積分形式の議論が進められ α′の全てのオーダーでの等価性が示された [2].
一方, d次元トーラス T dにコンパクト化された弦の理論にO(d, d)対称性があることが知られて
おり [3, 4], このO(d, d)対称性が [1]で示されたT双対性を含むことが [5]などによって示された.




対応している [43, 44, 45].
最も単純な次元簡約の方法として Kaluza-Klein (KK)次元簡約の方法を採用すると, コンパク
ト化された空間はトーラスであるため内部空間は平坦であり, 双対性に対応する対称性は大域的対
称性として得られる. 一方, 拡張された次元簡約の方法として Scherk-Schwarz (SS)の方法が知ら
れている [9]. この方法は内部空間 にフラックスを導入することで捻れたトーラスへのコンパクト
化を実現しており, これに伴い対称性は局所対称性としてゲージ化される.
大域的対称性をゲージ化した超重力理論は, ゲージ化された超重力理論として知られている
[46, 47, 48]. ゲージ化された超重力理論はKK次元簡約された超重力理論の大域的対称性をゲージ
化することによって得られ [46], その後 SS次元簡約によって直接得られることが調べられた [49].
KK次元簡約された超重力理論に対して, どのようなゲージ化が可能かについては超対称性の観点
から調べられており, SS次元簡約の方法で得られないようなゲージ化された超重力理論も調べら
れている [50, 51, 52].
この章では, 以上のことを簡単な例を用いて解説する. まず §2.1では, S1コンパクト化されたボ
ゾン的閉弦の理論を例に [1]で発見された T双対性について説明する. ここでは [42]を参考に, 弦
の作用をゲージ化することで双対な作用を得る方法を解説する. §2.2では T dコンパクト化された





ボゾン弦の理論は 26次元時空を標的空間とする弦の世界面の理論である. この 26次元時空の
うちの 1方向を S1コンパクト化すると, その方向は平坦でありアイソメトリー方向になる. ここ
9
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では, このアイソメトリーをゲージ化して補助場を導入することで, 異なる 2つの非線形シグマ模
型の間に非自明な対応関係 (T双対性)が現れることを示す.
ボゾン閉弦の理論を考えるために, 26次元の標的空間M に埋め込まれた弦の世界面 Σを考え
る. 世界面から標的空間への埋め込みは包含写像X : Σ ↪→ M によって定義する. 標的空間M 上
の座標を xM と書くことにする. すなわち添字M は 1から 26の値をとるものとする. xM のΣへ
のX による引き戻しをXM = X∗xM と書くことにする.
世界面の計量を gαβ としMinkowski的にとる. すなわち添字 α, βは 0と 1の値をとる. ここで








M ∧ ∗dXN +BMN (X)dXM ∧ dXN ]. (2.1.1)
ここでGMN (X)は標的空間の計量でBMN (X)は弦と結合する 2階の反対称テンソル場である. こ
の作用は無限小座標変換








M ∧ ∗dXN + (LkB)MNdXM ∧ dXN ]. (2.1.3)
ここで Lkは k方向の Lie微分である. このことから kが次の式を満たしアイソメトリーを生成す
る場合, 作用 (2.1.1)は変換 (2.1.2)の下で不変である.
LkG = 0, LkB = dν, (2.1.4)
ただしここで νは任意の 1形式場である1).
ここでX1方向をS1コンパクト化することを考える. このときX1方向は平坦でアイソメトリー
になることから, k = ∂
∂X1
ととれば (2.1.4)が成立し, 作用 (2.1.1)は変換 (2.1.2)の下で不変である.
このアイソメトリーをゲージ化するために U(1)ゲージ場Aを導入し, 作用 (2.1.1)において
dX1 → DX1 = dX1 +A (2.1.5)
を考える. 作用 (2.1.1)に含まれる全てのX1の自由度は dX1の形で入っており, これを全てDX1
で置き換えるから, X1の自由度はAのゲージ変換A→ A− dX1で吸収できる. これらの変換を
1)第 2式は H = dB で書ける H フラックスに対するアイソメトリー条件と等価である:
LkH = (dik + ikd)dB = dLkB = d
2ν = 0.
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施し, 補助場 λを導入することで, 作用 (2.1.1)は次のように変形される.













[G11A ∧ ∗A+ 2G1µA ∧ ∗dXµ + 2B1µA ∧ dXµ − 2A ∧ dλ]. (2.1.8)
ここで添字 µ, νは外部空間の添字で 2からDまでの値をとるものとする.
共変微分DX1はゲージ変換
X1 → X1 + ϵ, A→ A− dϵ (2.1.9)
の下で不変であるため, ゲージ化された作用 Sgaugedがゲージ対称性を持つことがわかる2).
作用 Sgaugedは補助場 λを積分すれば元の作用 (2.1.1)に戻る. 実際, λについて変分をとれば運




∗A = − 1
G11
(G1µ ∗ dXµ +B1µdXµ − dλ) (2.1.10)







M ∧ ∗dXN +B′MN (X)dXM ∧ dXN ] (2.1.11)




, G′1µ = −
B1µ
G11











この背景場の変換は Buscher則と呼ばる. なお Buscher則は冪零な変換則であることに注意して
おく.
Buscher則によって対応づけられる標的空間について考える. S1コンパクト化された方向の計
量G11は S1の半径Rに対応する. このことを踏まえれば, Buscher則 (2.1.12)の第 1式は半径R
の S1と半径 1/Rの S1を対応づけていることがわかる.
以上の議論から, 異なる背景場を伴う標的空間上の弦の作用 Sと Sdualが, ゲージ化された作用
Sgaugedを通して対応づけられ, 互いに等価であることが示された. この 2つの非線形シグマ模型 S
と Sdualの対応関係を T双対性と呼ぶ. T双対性はコンパクト化半径がRと 1/Rの 2つの標的空
間を対応づける双対性であり, その対応関係は Buscher則 (2.1.12)によって指定される.
2)ゲージ変換に伴って生じる補助場部分の寄与は境界項として消える: δ ∫ (−2A∧λ) = 2 ∫ dϵ∧dλ = −2 ∫ d(λdϵ) = 0.
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2.2 弦理論におけるT双対性とO(d, d,Z)変換
ここでは前節で導入したボゾン弦 (2.1.1)について, 26次元標的空間の内の d次元をトーラスコ
ンパクト化することを考える. 更にそのHamilton形式を議論することで, T dコンパクト化された
閉弦の理論がO(d, d,Z)対称性を持つことを示す.
26次元の標的空間の内 d次元を T dコンパクト化して, その方向の座標の引き戻しをXmと表
す. すなわち, 添字mは内部空間の添字で 1から dの値をとるものとする. このとき内部空間は平











[√−ggαβGmn∂αXm∂βXn + ϵαβBmn∂αXm∂βXn]. (2.2.1)










mX˙n +X ′mX ′n) = 0, GmnX˙mX ′n = 0. (2.2.3)
T d上のボゾン弦はこの条件式を満たしながらトーラス上を運動する.


















ここで, 標的空間は T dコンパクト化されているため, その上の弦の運動量と巻きつき数は量子化




このことは, PmとWmのどちらの共役変数を用いて Legendre変換しても, 得られるハミルトニア
ンは拘束条件 (2.2.3)のもとで等価であることを示している.
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ラグランジアン密度 Lに対するハミルトニアン密度H は次の形で書くことができる.




















A = 2piα′Pmdxm +X ′m∂m (2.2.9)
と定義すれば, ハミルトニアン密度 (2.2.7)は一般化ベクトルのノルムとして
H = − 1
4piα′




ATH(G,B)A = 0, AT ηA = 0 (2.2.11)








UT ηU = η ; U ∈ O(d, d). (2.2.13)
ここでO(d, d)が一般化ベクトルAと一般化計量H(G,B)に対して
A→ U−1A, H(G,B)→ UTH(G,B)U ; U ∈ O(d, d) (2.2.14)
と作用するとすれば, ハミルトニアン密度 (2.2.10)と拘束条件 (2.2.11)はO(d, d)不変である.
このO(d, d)変換は前節で解説した Buscher則による変換を含んでおり, T双対性変換の一般化
になっている. これを見るためにO(d, d)の元 Tnとして
Tn =
(
1d×d − en en
en 1d×d − en
)
(2.2.15)
を考える. ここで enは行列の第 (n, n)成分のみが 1でそれ以外が 0の行列とする. この変換を一
般化計量H(G,B)に施せば
H(G,B)→ T Tn H(G,B)Tn = H(G′, B′) (2.2.16)
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が示せる. ただしここでG′とB′はBuscher則 (2.1.12)を用いて計量GとBの第 n番目の方向を
T双対変換したものである. また, Tnによる一般化ベクトル Aの変換は, 第 n番目の方向の運動





る双対性と対応していることが知られている. ここでは SSコンパクト化 [9]をO(d, d)共変性が明










である. ここではD次元時空の座標をXM で表し, 計量GはMinkowski的にとった. RはRicchi
スカラーで φはディラトン, H = dBは 3形式フラックスである. 超重力理論の NS-NSセクター
が持つゲージ対称性は一般座標変換とB変換に対する不変性である. 一般座標変換はベクトル場




M − V N∂NλM , (2.3.2)
δB =dλ˜. (2.3.3)
この作用を SS次元簡約するために, D次元時空を d次元内部空間とD− d次元外部空間に分け
ることを考える. 内部空間の座標を ym(m = 1, . . . , d), 外部空間の座標を xµ(µ = d+ 1, . . . , D)と
し, XM = (xµ, ym)と分けることにする.
これに伴い, 計量GMN は外部空間の計量Gµν , 内部空間の計量Gmn, d個のD − d次元ベクト
ル場Apµに, 2形式場BMN は外部空間の 2形式場Bµν , 内部空間の 2形式場Bmnとそれぞれ d個





















ただし, ここでGMN とGµν などは添字によって区別される別の計量として定義した. すなわち,
Gµν は外部空間の計量であり, GMN の (µ, ν)成分ではないことに注意する. またゲージパラメー
タ λM と λ˜M は外部空間のゲージパラメータ ϵµ, ϵ˜µと内部空間のゲージパラメータΛm, Λ˜mに次の
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Gµν = Ĝµν(x), Bµν = B̂µν(x), (2.3.7)
Amµ = Â
m
µ(x), Vmµ = V̂mµ(x), (2.3.8)
Gmn = Ĝmn(x), Bmn = B̂mn(x). (2.3.9)
また, ディラトン φは xのみに依存するものとする: φ = φ̂(x). ここで, 次元簡約後の有効理論の
場はハットを付ける記法を用いた. SS次元簡約は KK次元簡約の拡張で, 内部空間を一般座標変
換とB変換で変形した理論である:
V m → uam(y)V a, Bmn → Bmn − vmn(y). (2.3.10)
ここで内部空間方向の任意のベクトルをV mと表した. 変形パラメータuam(y)及びその逆行列uam
は内部空間の一般座標変換行列であり一般にGL(d)の元である. また vab(y)は内部空間のB変換
のパラメータで, aと bの添字について反対称である. この変形で場の座標依存性 (2.3.7)–(2.3.9)
は次のように変形される.
Gµν = Ĝµν(x), Bµν = B̂µν(x), (2.3.11)
Amµ = ua












ただし, ここで vab = uamubnvmnと定義した. KK次元簡約の際と同様, SS次元簡約の有効理論
の場は全て外部空間の座標 xµのみに依存している. 一方, 内部空間の座標依存性は全て変形パラ
メータ uam, uam, vabに押し付けられている. 行列 uam(y)と vab(y)を自明にとる場合, SS次元簡
約はKK次元簡約に帰着する. 従って uam(y)と vab(y)はKK次元簡約の変形パラメータになって















仮定した. 以上の場とゲージパラメータの座標依存性の仮定 (2.3.11)–(2.3.14)を SSアンザッツと
呼ぶ.
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有効理論のゲージ代数
SSアンザッツに伴い, Lie微分 (2.3.2)は有効理論の Lie微分 L̂ϵ̂を導く. 実際, SSアンザッツを








V̂ a + fbc
aΛ̂bv̂c, (2.3.16)
となる. ただしここで L̂ϵ̂v̂µは外部空間の Lie微分であり, Lλ̂V̂ aは
L
λ̂
V̂ a = ϵ̂ν∂ν v̂






と定義した. fabcは SS変形行列 uam(y)で構成されているため, 一般に y依存性を持つが, SS次
元簡約において有効理論は y依存性を持たないため, fabcが定数になるように uam(y)を仮定する.
式 (2.3.16)の左辺第 2項は構造定数 fabcで定義されるゲージ代数のゲージ変換と見なすことがで
きる. 従って内部空間の Lie微分が SS変形の効果によってゲージ化されていることがわかる.
計量GMN と 2形式場BMN に対する Lie微分 LλとB変換 δB は次のように求められる.
δ
ξ̂









Ĝab =L̂ϵ̂Ĝab − f cdaΛ̂dGcb − f cdbΛ̂dGac, (2.3.21)
δ
ξ̂
B̂µν =L̂ϵ̂B̂µν + (∂µϵ̂ν − ∂ν ϵ̂µ)− 1
2
(∂µΛ̂
aV̂aν − ∂νΛ̂aV̂aµ + ∂µΛ̂aÂaν − ∂νΛ̂aÂaµ) (2.3.22)
δ
ξ̂
B̂ab =L̂ϵ̂B̂ab + fae



















は Lie微分とB変換を合わせた変換を表す. また, 新たに構造定数 fabcを次のように定
義した.
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ただし, Λ̂は 2d次元のベクトルで Λ̂Aˆ = (Λ̂a, Λ̂a)と定義した. すなわち, ハットのついた添字 Aˆは





cb Ĝab − B̂acĜcdB̂db
)
(2.3.28)






Ĝµν =L̂ϵ̂Ĝµν , (2.3.29)
δ
ξ̂














ĤAˆBˆ =L̂ϵ̂ĤAˆBˆ + fAˆCˆ DˆΛ̂CˆĤDˆBˆ + fBˆCˆ DˆΛ̂CˆĤAˆDˆ. (2.3.32)






















ゲージ代数を読み取るために, ゲージ場 ÂAˆµが従うゲージ代数の生成子を TAˆと書くことにす









と書けるものとする. SS変形に伴うゲージ場 ÂAˆµのゲージ変換 (2.3.31)から, TAˆは次の交換関係
を満たすことがわかる.
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として






[T˜ a, T˜ b] = 0, (2.3.39)
が得られる.
SS変形行列 uamと vabは (2.3.10)から, それぞれ内部空間の多脚場と 2形式場と同一視できる.
このことから, 構造定数 (2.3.18)と (2.3.26)はそれぞれ, 内部空間の f フラックスとHフラックス
であることがわかる. 従って, SSコンパクト化では内部空間のフラックスが SS変形によって導入
され, これらが (2.3.37)–(2.3.39)のようにゲージ代数の構造定数として現れることがわかった.
有効理論の作用




















ここで Ĝと R̂はそれぞれ有効理論の計量 Ĝµν によって定義される行列式とスカラー曲率である.
また, 場の強さ F Aˆµνと Gµνρはそれぞれ次のように定義した.
FAµν =∂µÂAˆν − ∂νÂAˆµ − fBˆCˆ AˆÂBˆµÂCˆν , (2.3.41)
Gµνρ =3∂[µB̂νρ] − FAˆBˆCˆÂAˆ[µÂBˆνÂCˆρ] + 3∂[µÂAˆνÂAˆρ]. (2.3.42)
スカラーの共変微分は












有効理論の作用 (2.3.40)は 2d次元の一般化ベクトル ÂAˆと一般化計量 ĤAˆBˆ で書けているため,
大域的O(d, d)対称性があることがわかる3). 特に共変微分 (2.3.43)はゲージ場 ÂMˆµ によるミニマ
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§2.2 で見たように, 超弦理論の T 双対性は O(d, d,Z) 群として実現しており, 一般化計量の
O(d, d,Z) 変換は背景場に対する Buscher 則を含んでいた. 本節で議論したゲージ化された超
重力理論に現れたO(d, d)対称性は, 超弦理論におけるT双対性に対応する対称性である. 実際, 一
般化行列に対するO(d, d)変換は §2.2での議論と全く同様に Buscher則を再現する.
一方, 弦理論の場合コンパクト化に伴い運動量と巻きつき数が量子化されていたため, T双対変





ゲージ化された超重力理論は元々 [46, 47]において, 11次元N = 1超重力理論の T 7コンパクト
化によって大域的E7(7)対称性4)が発見され, その部分群である SO(8)をゲージ化することによっ
て実現された. また, その後 [48]によってE7(7)共変性が明らかな形で再構成された. 4次元N = 8
ゲージ化された超重力理論と SS次元簡約との関係は [53]などに書かれている.
トーラスコンパクト化は超対称性を最大に保つコンパクト化であるため, 11次元N = 1超重力
理論の T 7コンパクト化は 4次元N = 8超重力理論を誘導する. 4次元N = 8超重力理論は超対
称性からスカラー場を 70個含んでいる: 表 2.1. この 70個のスカラー場は E7(7)/SU(8)の非線形
場 個数
多脚場 ea¯µ 8C0 = 1
グラビティーノ ψµ 8C1 = 8
ゲージ場 Aµ 8C2 = 28
ゲージーノ λ 8C3 = 56
スカラー場 φ 8C4 = 70
表 2.1: 4次元N = 8超重力理論の場
シグマモデルに従う. 実際, 商空間E7(7)/SU(8)の次元は dimE7(7) − dimSU(8) = 133− 63 = 70
であり, スカラー場の個数に一致している. 通常の 4次元N = 8超重力理論は, このスカラー場に
関する SU(8)局所対称性を持つ. また, 28個のゲージ場は全てアーベル的ゲージ場であり, 従って
U(1)28の局所ゲージ対称性を持つ. これらのゲージ場はE7(7)大域的対称性の下で, 部分群 SO(8)
の多重項を形成している. ゲージ化された超重力理論は, この U(1)28を SO(8)多重項に基づいて
ゲージ化することで求められる. 大域的E7(7)対称性は部分群 SO(8)のゲージ化に伴い破れる. 以
上をまとめると, ゲージ化された 4次元 N = 8の超重力理論が持つ対称性は, 4次元の一般座標
変換対称性, 局所 Lorentz対称性, 局所 SU(8)対称性, 局所 SO(8)ゲージ対称性と局所超対称性で
ある.
4)E7(7) 群は 6次元コンパクト化された弦の U双対性変換群として知られており, ここに現れた E7(7) 大域的対称性
はこの U双対性に対応している.
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ソルである. すなわち随伴表現の添字を α (α = 1, . . . , dimG), ベクトル表現の添字をM (M =
1, . . . , dimV )と書けば, 埋め込みテンソルは ΘMαと書ける. 埋め込みテンソルは, ゲージ化され
る部分群が Gの中でどのように埋め込まれるのかを指定するテンソルである. すなわち, Lie(G)






• 2次条件 (quadratic constraint)
Lie(H)の交換関係はXM を用いて
[XM , XN ] = fMN
PXP (2.4.2)
と書かれる. ここで構造定数 fMNP は fMNP = ΘMα(tα)NP と定める. このとき, Lie(G)の








γ = 0. (2.4.3)
この条件は埋め込みテンソルΘの 2次式であることから, 2次条件 (quadratic constraint)と
呼ばれる.
• 線形条件 (linear constraint)
超対称性は埋め込みテンソルの表現に対して制限を与える. 例えば 4次元N = 8超重力理
論の場合, 大域的対称性は E7(7)であり埋め込みテンソルΘMαは 56× 133 = 7448表現に
含まれるが, 超対称性を保つ条件は直和分解 56× 133 = 56+ 912+ 6480の内の 912表現
に含まれることを要請する: ΘMα ∈ 912. この条件は一般に埋め込みテンソルの適切な表現
への射影演算子 Pを用いて
P Θ = Θ (2.4.4)
と書かれる. このためこの条件は線形条件 (linear constraint)と呼ばれる.
ゲージ化された超重力理論のゲージ代数 (2.4.2)から, 埋め込みテンソルと内部空間のフラックス
が対応していることがわかる. 前節では SSコンパクト化によって導入されるフラックス (2.3.33)
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は f フラックスとH フラックスに限られていた. しかし, 埋め込みテンソルはより一般的なゲー
ジ化を実現するため, SSコンパクト化で得られるフラックス以外の様々なフラックスが導入でき




つ. 更に SS次元簡約を考えることで, この大域的対称性の一部分がゲージ化された理論を得るこ
とができる. また, 本節で紹介した通り, 埋め込みテンソルの方法を用いることで, SS次元簡約で
得られないようなゲージ化された超重力理論を得ることができる. 例えば非幾何学的フラックス
としてQフラックスとRフラックスを導入する場合, ゲージ代数は (2.3.37)–(2.3.39)に対して















第3章 Double Field Theory (DFT)
T双対性は弦理論における標的空間の対応関係を表す. この対応関係は §2.2で見た通り, O(d, d,Z)
群によって生成される. 超弦理論の有効理論である超重力理論では, T双対性はコンパクト化に伴
う大域的対称性に対応していた. §2.3や §2.4では, この大域的対称性をゲージ化した超重力理論
について議論した. しかし, ゲージ化された大域的対称性の部分群は T双対性変換を含んでいな
かった.
DFTは T双対性を局所対称性として実現する重力理論として研究されてきた. O(d, d)共変性
が明らかな形の重力理論は [15, 16]によって議論され, 対称性と拘束条件などが議論された. その
後 [17]によって, 弦の場の理論の有効理論をT双対不変な形に二重化した理論としてDFTの作用
が議論された. [17]では, 弦の場のゆらぎの 3次までの作用として書かれていたため, O(d, d)共変





る. 従って, 逆に DFTの x˜m座標依存性を落として次元簡約すれば通常の弦の有効理論が得られ
る. このように x˜m座標依存性を落とすための条件はセクション条件として知られる:
∂mΦ(x, x˜)∂˜
mΨ(x, x˜) = 0. (3.0.1)
ここで Φ(x, x˜)とΨ(x, x˜)はDFTの任意の場を表す.
DFTのゲージ代数については [21]で調べられ, その代数構造がCourant亜代数を含むことが議
論されている. DFTのゲージ変換は一般座標変換と B変換をO(d, d)共変な形で統一した一般化
Lie微分によって生成される. 一般化 Lie微分は Leibniz則を満たさない. このため DFTのゲー
ジ代数は閉じておらず, また作用もゲージ不変ではないという問題を含んでいる. この問題を解
決するために, DFTには拘束条件が課される. [17, 21]では, 閉弦の順位一致条件 (level matching
condition)から得られる弱い条件 (weak constraint)
∂m∂˜
mΦ(x, x˜) = 0 (3.0.2)
を課すことによって, ゲージ対称性が保たれることが議論されている. この弱い条件は古典論では
場の積に対しても課されるため, セクション条件 (3.0.1)と等価である. [57]では一般化 Lie微分が
代数として閉じるための条件として, 強い条件 (strong constraint)が議論されている. この論文で
は DFTだけでなく U双対不変な理論への拡張も議論されている. DFTの場合, ここで議論され
た強い条件はセクション条件 (3.0.1)と等価である. また, 代数が閉じるための条件は [37, 20]でも
議論されていて, 閉条件 (closure constraint)と呼ばれている. 閉条件はセクション条件 (3.0.1)よ
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りも弱い条件であり, すなわちセクション条件 (3.0.1)が満たされるならば閉条件は満たされる.
DFTはコンパクト化された時空を標的空間とする理論として定式化されたが, 近年は非コンパ
クトな標的空間を背景とする DFTも考えられている. このことは [17]などでも言及されている.
非コンパクトな背景時空上のDFTは内部空間と外部空間の区別が無く, D次元時空全体が二重化
された 2D次元の理論として考えられる. 従って T双対性に対応する対称性はO(D,D)群に拡大
される. 非コンパクトな背景時空上の DFTを SSコンパクト化することで, 非幾何学的フラック
スを含むような SSコンパクト化が考えられる. このようなDFTのコンパクト化は一般化された
Scherk-Schwarzコンパクト化として議論されている [58, 37, 20].
DFTは重力の理論であるため, 一般相対性理論の類推からその作用は幾何学的な量によって記
述されることが予想される. この考えに基づく取り組みはDFTが提案された当初 [15]から行われ
ており, 共変微分や Riemannテンソル, 捩率テンソルなどをO(D,D)共変な形で記述する議論が
なされている [59, 60, 61, 37, 20, 62, 63].
この章ではまずはじめにDFTについて一般化計量形式で解説し, そのゲージ対称性が一般化Lie
微分で生成されることを説明する. また, この一般化 Lie微分が Leibniz則を満たすための条件と
して閉条件を場に対して課す必要があることを述べる. §3.1.2では後の議論で用いるフラックス形







理論である. T双対変換はO(D,D)群を成すため, DFTはO(D,D)対称性を持つ. このO(D,D)
変換は超弦のD次元運動量とD次元巻きつき数のベクトル空間に作用する. DFTではこの変換
を幾何学的に理解するために, これらの共役量空間としてD次元位置座標空間とその双対空間を
標的空間とする. すなわち DFTの標的空間は 2D次元多様体である. 特に初期の DFTは最も単
純な多様体として 2D次元トーラス上で構成された [17].
ここでは M̂ を 2D次元多様体とし, その上の局所座標としてXMˆ = (X˜Mˆ , XMˆ )をとる. ここで
添字M = 1, . . . , DはD次元時空の添字,ハットを付けた添字は 2D次元時空の添字とし, すなわ
ち Mˆ = 1, . . . 2Dとする. 局所座標XMˆ に伴う微分は ∂Mˆ = (∂˜M , ∂M )と表す.
DFTの場は一般化計量HMˆNˆ と一般化ディラトン dである. 一般化計量HMˆNˆ はO(D,D)の元
であり, 以下の関係式を満たす.
ηMˆPˆHPˆ QˆηQˆNˆ = HMˆNˆ , HMˆNˆHNˆPˆ = δMˆPˆ . (3.1.1)
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DFTでは 2D次元の添字 Mˆ は ηMˆNˆ とその逆行列 ηMˆNˆ で上げ下げする. 一般化計量HMˆNˆ はD





PN gMN − bMP gPQbQN
)
. (3.1.3)
一般化計量HMˆNˆ に対して一般化多脚場 E ˆ¯AMˆ とその逆行列 E
ˆ¯A
Mˆ を導入する. ここで添字 ˆ¯Aは局
所平坦フレームの座標の添字を表す. すなわち ˆ¯Aは 1から 2Dの値をとる. DFTがO(D,D)共変







ここで S ˆ¯A ˆ¯B はMinkowski計量 sA¯B¯ = diag(−,+, . . . ,+)と sA¯B¯ = diag(−,+, . . . ,+)を用いて以
下のように定義される計量である.



















DFTは通常の超重力理論と比べて, 時空の次元を 2倍に拡大した理論であるため, DFTと超重
力理論を比較するには次元を半分に簡約する必要がある. 場の座標依存性を半分に制限する以下
の条件はセクション条件と呼ばれる.
ηMˆNˆ∂MˆΦ(X)∂NˆΨ(X) = 0. (3.1.7)
ここでΦ(X)とΨ(X)はDFTの任意の場とゲージパラメータを表す. セクション条件を満たす最
も簡単な解は, 全ての場とゲージパラメータが双対空間の座標 X˜M に依存しない, すなわち ∂˜M = 0
である. 一般化計量 HMˆNˆ を (3.1.3)のようにパラメトライズし, 場の依存性を X˜M に依存しな
いと仮定すると, DFTの作用 (3.1.6)は超重力理論の NS-NSセクターに簡約される. これに伴い
∂˜M = 0の解は, 超重力フレームとも呼ばれる.
DFTでは D次元の一般座標変換と 2形式場のゲージ変換は一般化 Lie微分として統一される
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[21]. ウェイト wのO(D,D)ベクトル1) V Mˆ に対する一般化 Lie微分は以下のように定義される.








一般化計量のウェイトは 0であり, 従って一般化 Lie微分は以下のように作用する.
LΛHMˆNˆ = ΛPˆ∂PˆHMˆNˆ − (∂PˆΛMˆ − ∂MˆΛPˆ )HPˆ Nˆ − (∂PˆΛMˆ − ∂NˆΛPˆ )HMˆPˆ . (3.1.10)
DFTの作用 (3.1.6)はセクション条件の下, 一般化 Lie微分に対して不変である [17, 21]. この意味
でDFTは制限された理論である.
一般化計量HMˆNˆ を (3.1.3)のようにパラメトライズし, 超重力フレームを考えると, 一般化 Lie
微分は通常のD次元の一般座標変換と 2形式場のゲージ変換に分解できる.
LΛgMN |∂˜=0 =LλgMN , (3.1.11)
LΛbMN |∂˜=0 =LλbMN + 2∂[M λ˜N ]. (3.1.12)
ここで Lλは通常のD次元 Lie微分である.
一般化 Lie微分の反対称化は C括弧積と呼ばれている.
[V1, V2]C ≡LV1V2 − LV2V1. (3.1.13)
超重力フレームで C括弧積は Courant括弧積に簡約される [21].
一般化 Lie微分は一般座標変換とゲージ変換を統一した変換であるため, 通常の Lie微分と同様
に Leibniz則を満たす必要がある. しかし以下に定義する Leibniz則の破れは一般に 0ではない.
∆M (Λ1,Λ2, V ) = LΛ1(LΛ2VM )− LLΛ1Λ2VM − LΛ2LΛ1VM . (3.1.14)
この一般化 Lie微分の Leibniz則の破れ∆Mˆ (Λ1,Λ2, V )が 0になる条件は以下の条件式を導く.
[LΛ1 ,LΛ2 ] = LLΛ1Λ2 . (3.1.15)
この条件を一般化 Lie微分の閉条件と呼ぶ. すなわち一般化 Lie微分は閉条件を満たす時, Leibniz
則を満たす. 一般化 Lie微分の閉条件を局所座標を使って書くと
∆Mˆ (V1, V2, V3) = 2(∂
PˆV Nˆ1 V2Nˆ∂PˆV
Mˆ
3 − 2∂NˆV [Pˆ1 ∂NˆV
Mˆ ]
2 V3Pˆ ) = 0 (3.1.16)
であり, これはセクション条件 (3.1.7)が満たされるとき常に成立する. 一方, 逆は一般には成立せ
ず, 従ってセクション条件 (3.1.7)は閉条件 (3.1.15)よりも強い条件である.
1)一般化ベクトルとも呼ぶ.
25




まず, 局所平坦フレームにおけるO(D,D)不変計量を η ˆ¯A ˆ¯B とし, その逆行列を η
ˆ¯A ˆ¯B と書くこと









以下の議論では局所平坦フレームの添字 ˆ¯A, ˆ¯B, . . . は η ˆ¯A ˆ¯B と η
ˆ¯A ˆ¯B によって上げ下げする.
DFTのフラックス形式を議論するために, 平坦時空の微分をD ˆ¯A = E ˆ¯AMˆ∂Mˆ と定義する. この
微分を用いて, 一般化Weitzenbo¨ck接続を次のように定義する.
Ω ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C := D ˆ¯AE ˆ¯BNˆE ˆ¯CNˆ (3.1.18)
ここで O(D,D)不変計量 ηMˆNˆ が定数であることから, 一般化Weitzenbo¨ck接続 (3.1.18)は ˆ¯Bと
ˆ¯C の添字について反対称である.
この一般化Weitzenbo¨ck接続を用いて, 一般化フラックスが次のように定義できる.




[ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C]
, (3.1.19)




+ 2E Mˆˆ¯A ∂Mˆd, (3.1.20)
この一般化フラックスは前節で解説したゲージ化された超重力理論の構造定数 (2.3.33)の一般化















る [19, 38, 20].
FA¯B¯C¯ =HA¯B¯C¯ = 3∇[A¯BB¯C¯], (3.1.22)
FA¯B¯C¯ =fA¯B¯C¯ = 2e[A¯M∂MeB¯]NeC¯N −HA¯B¯MβMC¯ , (3.1.23)
FC¯ A¯B¯ =QC¯ A¯B¯ = eC¯P∂PβA¯B¯ + 2fC¯M [A¯βMB¯] +HC¯MNβMA¯βNB¯, (3.1.24)
F A¯B¯C¯ =RA¯B¯C¯ = 3[β[A¯M∂MβB¯C¯ + fMN [A¯βB¯MβC¯]N ]−HMNPβMA¯βNB¯βPC¯ . (3.1.25)
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を用いて





dXe−2dR(E , d), (3.1.28)

















F ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯CF ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C . (3.1.29)
フラックス形式のDFT作用 (3.1.28)はセクション条件で消える項と境界条件を無視すれば, 元の
DFT作用 (3.1.6)に一致する [20].
一般化フラックスは一般化 Lie微分が閉条件 (3.1.15)が満たされるとき, 一般化スカラーとして
振る舞う:
LΛF ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C = ΛMˆ∂MˆF ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C , (3.1.30)
LΛF ˆ¯A = ΛMˆ∂MˆF ˆ¯A. (3.1.31)
これより, 一般化 Lie微分で生成されるゲージ変換 δΛ に対して (3.1.29)の Rは次のように振る
舞う.
δΛR = LΛR = ΛP∂PR. (3.1.32)
一方でディラトン e−2dはゲージ変換 δΛで
δΛe
−2d = ∂Pˆ (Λ
Pˆ e−2) (3.1.33)





Mˆe−2dR) = 0. (3.1.34)
ここで導入した一般化フラックスは次の一般化 Bianchi恒等式を満たす [37, 20].
D
[ ˆ¯A





ˆ¯EF ˆ¯C ˆ¯D] = −
3
4





ˆ¯CF ˆ¯C ˆ¯A ˆ¯B + 2D[ ˆ¯AF ˆ¯B] −F
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3.1.3 DFTの幾何学
DFTは二重化された時空の重力理論である. 従って Einstenの重力理論の類推から, DFTにも
共変微分や接続が定義され, DFT作用 (3.1.6)はスカラー曲率によって定義できると考えられる.
このような考え方は二重化された理論が考えられた当初 [15, 16]から進められており, [64, 61, 62]
などによってスカラー曲率が DFT作用 (3.1.6)に一致するように定義された. 一方, DFTの一般
化計量とO(D,D)不変計量の共存性に伴うカイラリティとその射影演算子を用いた議論もされて
いる [59, 60, 65, 66]. さらにこれらを用いてGSSコンパクト化された理論の幾何学を考える取り
組みもある [37, 63]. 以下ではこれらの文献を参考に, DFTの共変微分と接続, 曲率テンソルの定
義を行う.
二重化された時空 M̂ = M˜ ×M の共変微分をアフィン接続 Γとスピン接続W を用いて






∇MˆE ˆ¯AMˆ = 0. (3.1.38)
これに伴い, アフィン接続 Γとスピン接続W が以下のように関係付けられる.
W
Mˆ ˆ¯A





ここでΩ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯Cは前節で定義したWeitzenbo¨ck接続ΩMˆNˆPˆを用いてΩ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C = E ˆ¯AMˆE ˆ¯BNˆE ˆ¯CPˆΩMˆNˆPˆ
と定義した. この条件は共変微分の形がフレームに依存しないための条件である:
∇MˆV Nˆ = ∇MˆV
ˆ¯AE ˆ¯ANˆ . (3.1.40)
• O(D,D)計量条件:























1 η ˆ¯A ˆ¯BV
ˆ¯B











1 η ˆ¯A ˆ¯BV
ˆ¯B
2 ). (3.1.43)
また, η ˆ¯A ˆ¯Bと ηMˆNˆ との関係式 (3.1.17)と以上の 2つの条件 (3.1.38), (3.1.41)から, 共変微分
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の ηMˆNˆ との共存性は自動的に成立する:
∇MˆηNˆPˆ = 0. (3.1.44)
このことは, アフィン接続 Γの対称性に次のような条件を与える.
ΓMˆNˆPˆ = −ΓMˆPˆ Nˆ . (3.1.45)
ただしここで, 一般化多脚場 E ˆ¯AMˆ が O(D,D)の元であり, 従って ηMˆNˆ は (3.1.2)で定義さ
れる定数行列であることを用いた. 後に議論する一般の多様体上のDFTの場合, 多脚場は一
般にGL(2D)の元であるため ηMˆNˆ は一般に定数ではなく, (3.1.45)は成り立たないことに注
意する.
• 一般化計量条件:
∇MˆHNˆPˆ = 0. (3.1.46)
この条件は多脚場条件 (3.1.38)と合わせて
∇MˆS ˆ¯A ˆ¯B = 0 (3.1.47)
を導く.
• 一般化捩率条件:
TMˆNˆPˆ = 0. (3.1.48)
ここで一般化捩率 TMˆNˆPˆ はRiemann幾何学との類推から次のように定義する.
(L∇V1 − LV1)V Mˆ = TNˆPˆ MˆV Nˆ1 V Pˆ2 . (3.1.49)
ここに L∇は一般化 Lie微分 Lの微分 ∂Mˆ を共変微分∇Mˆ に置き換えたものである.
L∇V1V Mˆ2 = V Nˆ1 ∇NˆV Mˆ2 + (∇MˆV1Nˆ −∇NˆV Mˆ1 )V Nˆ2 . (3.1.50)
これを用いて一般化捩率をアフィン接続 Γを用いて書けば,
TMˆNˆPˆ = 3Γ[MˆNˆPˆ ] (3.1.51)
と書ける.
• 部分積分とディラトン密度 e−2d:∫
e−2dU∇MˆV Mˆ = −
∫
e−2dV Mˆ∇MˆU. (3.1.52)
ここで U は任意の関数, V Mˆ は一般化ベクトルである. この条件式は, アフィン接続に対し
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て次の条件を課す.
ΓPˆ Mˆ
Pˆ = −2∂Mˆd. (3.1.53)
以上のようにDFTの幾何学は一般化計量HMˆNˆ とO(D,D)計量 ηMˆNˆ が共存した幾何学である.
これら 2つの計量に伴い, DFTは ηと整合的なカイラル構造 J := η−1H ∈ End(TM̂)を持つ:
J2 = 1, JT ηJ = η. (3.1.54)












Nˆ − JMˆ Nˆ ). (3.1.55)
これらの演算子 P+と P−は射影演算子としての性質を満たす:
(P+)2 = P+, (P−)2 = P−, (3.1.56)
P+P− = 0 = P−P+, (3.1.57)
P+ + P− = 1. (3.1.58)
カイラル構造 J が ηと整合的であること (3.1.54)に基づいて, J や P+, P− の添字の上げ下げは
ηMˆNˆ を用いて行うことにする.
O(D,D)計量条件 (3.1.44)と一般化計量条件 (3.1.46)は P+と P−に対する以下の条件と等価
である.
∇MˆP+NˆPˆ = 0, ∇MˆP−NˆPˆ = 0. (3.1.59)
以上の条件を解くとアフィン接続の具体的な形として














が求められる [59, 60, 61]. ここで ΣMˆNˆPˆ は完全反対称な未定部分である.
以上で導入した接続 Γを用いて, O(D,D)共変な Riemannテンソルは次のように定義される
[59, 60, 61, 37, 62].
RMˆNˆPˆ Qˆ = RMˆNˆPˆ Qˆ +RPˆ QˆMˆNˆ + ΓRˆMˆNˆΓRˆPˆ Qˆ. (3.1.61)
ただしここでRMˆNˆPˆ Qˆは Γから定められるRiemannテンソルである:
RMˆNˆPˆ
Qˆ = 2∂[MˆΓNˆ ]Pˆ
Qˆ + 2Γ[Mˆ |Rˆ
QˆΓ|Nˆ ]Pˆ
Rˆ. (3.1.62)
このRMˆNˆPˆ Qˆに対して, Ricciテンソルと Ricciスカラーはそれぞれ射影演算子 P+を用いて次の
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ように定義される.
RMˆNˆ = P+Pˆ QˆRMˆPˆ NˆQˆ, (3.1.63)
R = P+MˆNˆRMˆNˆ . (3.1.64)
このRicciスカラーは全微分項を無視すれば, DFTの作用に現れる (3.1.29)と等価である.
3.2 Generalized Scherk-Schwarz (GSS) 次元簡約
この節では DFTの次元簡約として知られている generalized Scherk-Schwarz (GSS) 次元簡約
について述べる. GSS次元簡約は Scherk-Schwarz次元簡約 [9]の手法をDFTに適用した簡約法で
あり, 一般に 2D次元のDFTを 2(D−n)次元の理論に次元簡約する. GSS次元簡約で得られる理
論は gauged double field theory (GDFT)と呼ばれる [58]. GDFTについて超重力フレームを考え
ると, D − n次元のゲージ化された超重力理論が得られる [19, 67, 37].
元の Scherk-Schwarz次元簡約 [9]と同様, GSSでも時空を外部空間と内部空間に分けて議論す
る. ここではDFTの 2D次元の座標X を, 2d次元外部空間の座標Xと 2(D − d)次元内部空間の
座標Yを用いて, X = (X,Y)のように分解して表すことにする. これらの表記法の下, 一般化多脚
場 E ˆ¯AMˆ (X), 一般化ディラトン d(X), ゲージパラメータ ΛMˆ (X)に対するGSSアンザッツを以下
のように仮定する [67, 19].




Mˆ (Y), d(X) = d̂(X) + d¯(Y), Λ
Mˆ (X) = Λ̂Iˆ(X)UIˆ
Mˆ (Y). (3.2.1)
ここでは添字 Iˆ , Jˆ , Kˆ, Lˆ, Hˆ = 1, . . . , 2Dを GSS変形された理論の添字として用いることにする.
ハットの付いた場 Ê ˆ¯AIˆ(X), d̂(X), Λ̂Iˆ(X)はそれぞれGSS変形された理論の一般化多脚場, 一般化
ディラトン, ゲージパラメータであり, 外部空間の座標 Xのみに依存している. また, 変形行列
UIˆ
Mˆ (Y)とその逆行列 U Iˆ Mˆ (Y)はO(D,D)の元, d¯(Y)はスカラーであり, 内部空間の座標 Yのみ
に依ると仮定する. 更に UIˆ Mˆ (Y)と U Iˆ Mˆ (Y)は
UIˆ
Mˆ∂Mˆg(X) = ∂Iˆg(X) , (3.2.2)
を満たすと仮定する. これによってGSS変形は内部空間の方向のみに作用し, 次元簡約された 2d
次元の理論の Lorentz対称性は保たれる.
GSSコンパクト化された理論の力学的な場は, 外部空間の一般化多脚場 Ê ˆ¯AIˆ(X)と一般化ディラ
トン d̂(X)である. 従ってGSSアンザッツ (3.2.1)におけるGSS変形行列 UIˆ Mˆ (Y)は, GSS変形に
よって変形された背景時空の寄与として見ることができる. すなわち背景時空の情報は全てGSS
変形行列 UIˆ Mˆ (Y)に含まれていることに注意する.
以上のGSSアンザッツ (3.2.1)を用いて一般化フラックス (3.1.19), (3.1.20)を表すと
F ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C =F̂ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C + fIˆJˆKˆÊ ˆ¯AIˆÊ ˆ¯BJˆ Ê ˆ¯CKˆ , (3.2.3)
F ˆ¯A =F̂ ˆ¯A + fIˆÊ ˆ¯AIˆ (3.2.4)
と書ける. ここで F̂ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C と F̂ ˆ¯A はそれぞれ Ê ˆ¯AIˆ と d̂ によって書かれる一般化フラックスであ
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る. すなわちこれらのフラックスは, GSS変形された理論の一般化Weitzenbo¨ck接続 Ω̂ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C =
Ê ˆ¯A
Iˆ∂IˆÊ ˆ¯B
Jˆ Ê ˆ¯CJˆ を用いて,






と書かれる. 一方, 内部空間の場の依存性は fIˆJˆKˆ と fIˆ に現れている. これらのフラックスはGSS




Jˆ Iˆ + 2UIˆ
Mˆ∂Mˆ d¯, (3.2.8)
と書かれる. ただし, 内部空間のWeitzenbo¨ck接続はΩ˜IˆJˆKˆ = UIˆ Mˆ∂MˆUJˆ NˆUKˆNˆ と定義した. GSS
変形では元々の Scherk-Schwarz次元簡約と同様, fIˆJˆKˆ と fIˆ は定数であると仮定する. これによっ
てGSS変形された理論は内部空間の座標に依存せず, 次元簡約を行うことができる. GSS次元変
形されたDFTはゲージ化されたDFT(GDFT)と呼ばれる [58].
GDFTのゲージ代数を生成する一般化 Lie微分 L̂は元のDFTの一般化 Lie微分から導かれる.
すなわち, GSSアンザッツを用いれば















となり, GDFTの一般化 Lie微分 L̂は外部空間の一般化 Lie微分 Lと内部空間 (背景時空)の構造
に伴うゲージ変換に分かれることがわかる.
GDFTの一般化 Lie微分 L̂の閉条件は, 外部空間の一般化 Lie微分の閉条件と構造定数 fIˆJˆ Kˆ の
Jacobi恒等式に分かれる.
∆Iˆ(Λ̂1, Λ̂2, V̂ ) = 0, (3.2.10)
f[IˆJˆ
HˆfKˆ]LˆHˆ = 0. (3.2.11)
外部空間の一般化 Lie微分の閉条件 (3.2.10)は, 場に対する外部空間の座標依存性の条件を与え,




本研究で用いる超多様体法は BRST量子化の一般化である VB量子化 [23, 24]の議論で導入さ
れた. BV量子化は一般化されたゲージ対称性をもつ理論を BRST対称性が明らかな形で量子化




入して行われ, 2次元のトポロジカルシグマ模型に応用された [68]. この方法はAKSZ形式と呼ばれ,
その数学的構造や位相場の理論, 変形量子化への応用などで研究されている [69, 70, 71, 72, 73, 74].
シンプレクティック構造を持つ超多様体 (P多様体と呼ぶ)については [75]にまとめられており,
次数が 2の P多様体が Courant亜代数の構造を持つことも述べられている.
BV量子化においてBRST電荷に対応するベクトル場はP多様体上でQ構造と呼ばれる. BRST
変換は冪零性を持つため, これに対応してQ構造も冪零であり, この性質がマスター方程式に反映
されている. Q構造を含む P多様体はQP多様体と呼ばれ, [68]で導入され [70, 71]などでそれに
基づく代数構造が調べられている. また QP多様体は亜代数などの一般的な代数構造を記述でき
るため, 以上の方法に基づいた高階形式のゲージ理論 [76, 77]や亜代数に基づくゲージ理論などに
も応用されている [78].
Courant亜代数は Lie代数のO(D,D)共変な拡張であるため, T双対性の解析において重要な役
割を果たす. 実際, DFTのゲージ代数が Courant亜代数を含んでいることは [21]で議論されてい
る. これに基いて, [79]ではDFTの代数構造をQP多様体で捉える議論が提案された. 更に, その
後の議論では非幾何学的フラックスを含む (1.1.1)のフラックスがQP多様体上の正準変換によっ
て導出されることが示された [80, 22, 81]. またこれらのフラックスが満たすべき Bianchi恒等式
[38]が, 変形されたハミルトニアン関数の古典的マスター方程式から導かれることも示された [81].
この章ではQP多様体とそれに基づく代数構造について説明する. まず §4.1.1でQP多様体を導
入し, その上の正準変換と誘導括弧積について説明する. §4.1.2ではQ構造の変形と, それに伴っ
て得られるBianchi恒等式について解説する. §4.1.3ではQP多様体によって記述される代数構造
の例を挙げる. また, DFTの代数構造を議論するために重要となる pre-QP多様体を §4.2で導入
する.
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4.1 QP多様体
4.1.1 QP多様体と誘導括弧積
Mを次数付き微分可能多様体とする. すなわち,M上の任意の関数 f, gに対して次数 |f |, |g| ∈ Z
が与えられ, これらが以下の交換関係を満たすものとする.
fg = (−1)|f ||g|gf. (4.1.1)
特に Z2で次数付けられる次数付き多様体は超多様体と呼ばれる. 本論文ではMは負でない整数
Z≥0で次数付けられているものとする. このように Z≥0で次数付けられた多様体はN多様体と呼






M上の 2形式 ωを次数 nのシンプレクティック形式とする. このとき, (M, ω)の組はP多様体
と呼ばれる. P多様体のシンプレクティック形式 ωのことを P構造と呼ぶ. 次数付きシンプレク
ティック形式 ωに伴い, M上の次数付き Poisson括弧積 {−,−}が以下のように定義される.
{f, g} ≡ (−1)|f |+n+1ιXf ιXgω. (4.1.3)
ここで f と gはM上の任意の滑らかな関数である. Xf は関数 f に伴うベクトル場 ιXfω = −df
である. P多様体 (M, ω)上の Darboux座標 (qa, pa)を考えれば, 次数付き Poisson括弧積は局所
的に以下のように表せる.















次数付き Poisson括弧積の次数は −nである. また次数付き Poisson括弧積は以下の反対称性,
Leibniz則, Jacobi恒等式を満たす.
{f, g} =(−1)(|f |−n)(|g|−n)+1{g, f}, (4.1.5)
{f, gh} ={f, g}h+ (−1)(|f |−n)|g|g{f, h}, (4.1.6)
{f, {g, h}} ={{f, g}, h}+ (−1)(|f |−n)(|g|−n){g, {f, h}}. (4.1.7)
αをM上の次数 nの関数とする. P多様体上の正準変換は αを用いて以下の随伴作用として定
義される.
eδαf = f + {f, α}+ 1
2!
{{f, α}, α}+ · · · (4.1.8)
ここで f と gはM上の任意の滑らかな関数である. 本論文では, このように正準変換を生成する
次数 nの関数 αを正準変換関数と呼ぶことにする. 正準変換関数の次数は nで Poisson括弧積の
次数は−nであるため, 正準変換 eδα は次数を保つ変換である. 更に, この正準変換 eδα は Poisson
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括弧積の構造を保つことが示せる.
eδα{f, g} = {eδαf, eδαg}. (4.1.9)
P多様体上の次数 n + 1の関数Θ ∈ C∞(M)を考える. この関数Θを用いてM上の次数 1の
ベクトル場Qを以下のように定義する.
Qf = {Θ, f}. (4.1.10)
この次数 1のベクトル場Qもしくはそれに伴う次数 n + 1の関数 Θのことを P多様体の Q構造
と呼ぶ. ベクトル場Qは冪零であるとき, すなわちQ2 = 0を満たすとき, ホモロジーベクトル場
(homological vector field)と呼ばれる. Qがホモロジーベクトル場であることは Θが以下の方程
式を満たすことと等価である.
{Θ,Θ} = 0. (4.1.11)
この方程式は古典的マスター方程式と呼ばれる. P多様体 (M, ω)とその上のホモロジーベクトル
場Qの組み (M, ω,Q)をQP多様体と呼ぶ.
正準変換はPoisson括弧積の構造を保つ, すなわち (4.1.9)を満たすため, 古典的マスター方程式
(4.1.11)の左辺について
eδα{Θ,Θ} = {eδαΘ, eδαΘ} (4.1.12)
が成立し, 従って古典的マスター方程式を満たすハミルトニアン関数 Θに対して正準変換を施し
た関数 eδαΘもまた古典的マスター方程式を満たすことがわかる.
以上のQP構造の下で, M上の滑らかな関数 f と gに対する以下のように定義される双線型写
像 [−,−] : C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M)を考える.
[f, g] := −{{f,Θ}, g}. (4.1.13)
この括弧積 [−,−]をQP多様体上の誘導括弧積と呼ぶ. 誘導括弧積は一般に次数付き反対称性を持
たない. Poisson括弧積の反対称性 (4.1.5)と Jacobi恒等式 (4.1.7)を用いれば, f, g, h ∈ C∞(M)
に対する以下の等式が得られる.
[f, [g, h]] ={{f,Θ}, {{g,Θ}, h}}
={{{{f,Θ}, g},Θ}, h}+ (−1)(|f |+n+1)(|g|+n+1){{g,Θ}, {{f,Θ}, h}}
+ (−1)(|f |+n+1)(|g|+n) 1
2
{{g, {f, {Θ,Θ}}}, h}
=[[f, g], h] + (−1)(|f |+n+1)(|g|+n+1)[g, [f, h]]
+ (−1)|g|+n 1
2
{{{{Θ,Θ}, f}, g}, h}. (4.1.14)
ここでQ構造Θは古典的マスター方程式 (4.1.11)を満たすため, 等式 (4.1.14)の最後の項は消え
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て, 誘導括弧積 [−,−]は次数付き Leibniz則を満たす.
[f, [g, h]] =[[f, g], h] + (−1)(|f |−n+1)(|g|−n+1)[g, [f, h]]. (4.1.15)
4.1.2 QP多様体上のBianchi恒等式と正準変換
(M, ω,Q)を次数 nのQP多様体とする. このときホモロジーベクトル場Qに伴うHimiltonian
関数Θは古典的マスター方程式 (4.1.11)を満たす.
ここで次数 n+ 1の関数 F ∈ C∞(M)を用いてハミルトニアン関数Θを以下のように変形する
ことを考える.
ΘF = Θ+ F. (4.1.16)
この変形に伴い, 変形されたホモロジーベクトル場QF を
QF f = {ΘF , f} (4.1.17)
と定義することができる. この変形関数 F は後に議論するように, フラックスと同一視することが
できる. このことを踏まえて, ここではこの変形関数 F をQP多様体上のフラックスと呼ぶ.
変形されたハミルトニアン関数ΘF は一般に古典的マスター方程式を満たさない:
{ΘF ,ΘF } =2{Θ, F}+ {F, F}
=2QFF + {F, F} ̸= 0. (4.1.18)
従ってベクトル場QF も一般に冪零ではない: Q2F ̸= 0. この変形されたベクトル場QF が冪零に
なる条件, すなわち変形されたハミルトニアン関数ΘF に対する古典的マスター方程式
{ΘF ,ΘF } = 2QFF + {F, F} = 0 (4.1.19)
はQP多様体上におけるフラックス F の満たすべき方程式を導く. この方程式は変形関数 F がフ
ラックスと同一視される時, フラックス F に対する Bianchi恒等式であることがわかる. 従って,
この変形されたハミルトニアン関数 ΘF に対する古典的マスター方程式 (4.1.19)を QP多様体上
の Bianchi恒等式と呼ぶ.
M上の次数 nの関数 αを用いたΘの正準変換
eδαΘ = Θ+ {Θ, α}+ 1
2!
{{Θ, α}, α}+ · · · (4.1.20)
を考える. 前節で議論した通り, 正準変換は Poisson括弧積の構造を保つため, 正準変換を施した
ハミルトニアン関数 eδαΘは古典的マスター方程式を満たす:
{eδαΘ, eδαΘ} = 0. (4.1.21)
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ハミルトニアン関数Θの正準変換は (4.1.20)の右辺の第 2項目以降を
F = {Θ, α}+ 1
2!
{{Θ, α}, α}+ · · · (4.1.22)




は (4.1.21)より明らかに古典的マスター方程式を満たす. 従って, QP多様体上のフラックス F が
正準変換関数 αを用いて (4.1.22)のように書ける場合, フラックス F はQP多様体上のBianchi恒
等式 (4.1.19)を満たす. このことは正準変換関数 αがフラックスのゲージポテンシャルであるこ
とに対応している.
4.1.3 QP構造で記述される代数の例
ここでは, QP構造を用いて記述される代数構造の例として Lie代数, Courant亜代数, Lie亜代
数を考える.
Lie代数
gを d次元の Lie代数とし, その生成子を Taで表す. このとき Taは交換関係
[Ta, Tb]Lie = fab
cTc (4.1.24)
を満たす. ここで fabcは Lie代数 gの構造定数であり, すなわち Jacobi恒等式
f[ab
efc]e
d = 0. (4.1.25)
を満たす. 以下ではこの代数構造がQP多様体を用いて表せることを示す.
N多様体としてM = T [2]V [1]を考える1). ここで V [1]は次数 1の d次元ベクトル空間であり,
T [2]V [1]は V [1]を底空間とする接束である. 接束に付した記号 [2]はファイバーの次数を底空間に
対して 2だけずらすことを意味している. {Ui}を V [1]の開被覆とすればMは局所的に Rd × Ui
と表せて, その上の座標 (pa, qa)はそれぞれ次数 (1, 1)を持つ.
M上の P構造として
ω = dqa ∧ dpa (4.1.26)
を考える. これに伴い零でない Poisson括弧積として
{qa, pb} = {pb, qq} = δab (4.1.27)
1)一般に次数 nの N多様体を用いて書き表すことができるが, ここでは簡単のため n = 2の N多様体を用いて表現
する.
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を考える. ここで係数 fabcはLie代数の構造定数とする. このとき古典的マスター方程式 (4.1.11)は
{Θ,Θ} = f[abefc]edqaqbqcpd (4.1.29)
の右辺が消えることを要請し, これは構造定数 fabcの Jacobi恒等式 (4.1.25)によって満たされる.
このことはQP構造で指定される代数の整合性の条件は, 古典的マスター方程式によって定められ
ていることを表している.
QP多様体Mと Lie代数 gを関係付けるため, 以下のように定められる写像 j : g∗ × g→Mを
考える.
j : (θa, Ta) 7−→ (qa, pa). (4.1.30)
これに伴い Lie代数の元A = AaTaの押し出し (push forward)と引き戻し (pullback)はそれぞれ
次のように定義される.
j∗ : AaTa 7−→ Aapa, (4.1.31)
j∗ : Aapa 7−→ AaTa. (4.1.32)
ハミルトニアン (4.1.28)によって定義される誘導括弧積 (4.1.13)は次のように Lie代数の括弧積を
実現する.






























bcTc − facbθc, (4.1.35)
[θa, θb] = RabcTc +Qc
abθc.
この代数は Roytenberg代数 [82, 38]と呼ばれ, 弦のシグマモデルにおけるカレント代数の拡張で
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ある. より古くはKaloperとMyersによってゲージ化された超重力理論の代数構造の文脈で言及
されている [49]. また, 数学的にはRoytenberg [83, 84]によって定式化されている.
変形されたハミルトニアン関数 (4.1.34) に対する QP 多様体上の Bianchi 恒等式 (4.1.19) は




非退化双線型形式 〈−,−〉 : Γ(E)×Γ(E)→ R, Courant括弧積 [−,−]Courant : Γ(E)×Γ(E)→ Γ(E),
錨写像 ρ : E → TM を用いた組み (E →M, 〈−,−〉 , [−,−]Courant, ρ)で定義される. Courant亜代
数は局所的にはE ≃ TM ⊕T ∗M と書けて, その切断 Γ(E)の元X +αと Y +βに対してCourant
括弧積は
[X + α, Y + β]Courant = [X,Y ]Lie + LXβ − LY α+ 1
2
d(iY α− iXβ) (4.1.36)
と書ける. ただし LはM 上の Lie微分である. Courant括弧積は以下のDorfman括弧積の反対称
化括弧積である.
[X + α, Y + β]Dorfman = [X,Y ]Lie + LXβ − iY dα. (4.1.37)
また, 双線型形式 〈−,−〉と錨写像 ρはそれぞれ以下のように書ける.
〈X + α, Y + β〉 = iXα+ iY β, (4.1.38)
ρ(X + α)f = Xf. (4.1.39)
ただし f はM 上の滑らかな関数である. 式 (4.1.38)から双線型形式 〈−,−〉がO(D,D)不変内積
を定めていることがわかる. 以下ではこの Courant亜代数構造がQP多様体を用いて表せること
を示す.
M をD次元微分可能多様体とし, N多様体としてM = T ∗[2]T [1]M を考える. M上の座標と
して次数 (0, 1, 1, 2)の座標 (xi, qi, pi, ξi)をとる. M上の P構造として
ω = dxi ∧ dξi + dqi ∧ dpi (4.1.40)
を考える. これに伴い零でない Poisson括弧積として
{xi, ξj} = −{ξj , xi} = δij , (4.1.41)
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を考える. ここで行列 ρij は定数とする. このQ構造は自明に古典的マスター方程式 (4.1.11)を満
たす.
N多様体Mと Courant亜代数を関係付ける写像 j : E ≃ TM ⊕ T ∗M →Mを以下のように定
義する.
j : (xi, dxi, ∂i, ∂i) 7−→ (xi, qi, pi, ξi). (4.1.44)
これによりEの切断Xi(x)∂i + αi(x)dxiの押し出し j∗と引き戻し j∗は
j∗(Xi∂i + αidxi) 7−→ Xipi + αiqi, (4.1.45)
j∗(Xipi + αiqi) 7−→ Xi∂i + αidxi. (4.1.46)
と書ける.
以上のQP構造で定義される誘導括弧積はDorfman括弧積を実現する.
−j∗{{j∗(X + α),Θ}, j∗(Y + β)} =− j∗{{Xipi + αiqi,Θ}, Y jpj + βjqj}
=[X,Y ]Lie + LXβ − iY dα. (4.1.47)
また, Courant亜代数のO(D,D)不変内積 〈−,−〉と錨写像 ρはQP多様体上でぞれぞれ次の形で
再現される.
j∗{j∗(X + α), j∗(Y + β)} = 〈X + α, Y + β〉 , (4.1.48)
− j∗{{j∗(X + α),Θ}j∗(f)} = ρ(X + α)f. (4.1.49)
Courant亜代数の変形はH変形されたCourant亜代数 (H-twisted Courant algebroid)として知











−j∗{{j∗(X + α),ΘF }, j∗(Y + β)} =− j∗{{Xipi + αiqi,ΘF }, Y jpj + βjqj}
=[X,Y ]Lie + LXβ − iY dα+ iXiYH. (4.1.51)
を導く. 左辺はH 変形された Courant括弧積である.
変形されたハミルトニアン関数 (4.1.50)に対する QP多様体上の Bianchi恒等式 (4.1.19)はH
フラックスに対する Bianchi恒等式
∂[iHjkl] = 0 (4.1.52)
を導く. この条件はH が閉形式 (dH = 0)であることを示しており, H 変形された Courant亜代
数が代数的に閉じる条件にもなっている [88].
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より一般の変形の場合, ダイナミカルなH, f,Q,Rフラックスを導入した形のRoytenberg代数
(4.1.35)が誘導され, QP多様体上の Bianchi恒等式はこれらのフラックスに対する Bianchi恒等
式 [38]が導出される. このことは [22, 81]で示された.
Lie亜代数
E → M を微分可能多様体M を底空間とするベクトル束とする. このベクトル束 E が Lie代
数構造 [−,−]Lie : Γ(E) × Γ(E) → Γ(E)と以下を満たす錨写像 ρ : E → TM を持つとき, 組み
(E →M, [−,−]Lie, ρ)は Lie亜代数と呼ばれる.
[ρ(e1), ρ(e2)]Lie = ρ([e1, e2]Lie), (4.1.53)
[e1, e2]Lie = f [e1, e2]Lie + (ρ(e1)f)e2. (4.1.54)
Lie亜代数の最も簡単な例は, Lie代数の構造定数が多様体M の関数に置き換わったものである.
この構造はQP多様体を用いて次のように表すことができる.
E′ → M を微分可能多様体M を底空間とするベクトル束とし, N多様体M = T ∗[2]E′[1]を考
える. 底空間M の局所座標として次数 0の座標 xiをとり, E′[1]のファイバー座標として次数 1の
座標 qaをとる. また, E′[1]の接空間のファイバー座標として次数がそれぞれ (1, 2)の座標 (pa, ξi)
をとる. M上の P構造として
ω = dxi ∧ dξi + dqa ∧ dpa (4.1.55)
を考える. これに伴い零でない Poisson括弧積として
{xi, ξj} = −{ξj , xi} = δij , (4.1.56)


























e = 0. (4.1.60)
ハミルトニアン関数は ρia = 0かつ fabcが定数である場合, Lie代数の Q構造 (4.1.28)に等しく,
整合性の条件 (4.1.59)は自明に成立し, (4.1.60)は構造定数の Jacobi恒等式に帰着する. また,
E′[1] = T [1]M として fabc = 0とおけば, Q構造は Courant亜代数のQ構造 (4.1.43)を再現する.
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Lie亜代数とQP多様体を関係付ける写像 j : E × TM →Mを以下のように定める.
j : (Ta, x
i, ∂i) 7−→ (pa, xi, ξi). (4.1.61)
これに伴いEの切断 V aTaの押し出し j∗と引き戻し j∗は
j∗ : V aTa 7−→ V apa, (4.1.62)
j∗ : V apa 7−→ V aTa (4.1.63)
となる.
以上のQP構造に対する誘導括弧積は Lie亜代数の Lie括弧積と錨写像を再現する.
− j∗{{j∗(V1),Θ}, j∗(V2)} = [V1, V2]Lie, (4.1.64)
j∗{{j∗(V ),Θ}, j∗(f)} = ρ(V )f. (4.1.65)







{Θ′,Θ′} ̸= 0 (4.2.1)




誘導括弧積 (4.1.13)と同じ形で定義する. しかし pre-QP多様体のQ構造は古典的マスター方程式
を満たさないため, 式 (4.1.14)の最後の項は消えず, 一般に Leibniz則 (4.1.15)を満たさない. 式
(4.1.14)の最後の項が消え, 誘導括弧積が Leibniz則を満たす条件は
{{{{Θ′,Θ′}, f}, g}, h} = 0 (4.2.2)
である. この式は, ハミルトニアン関数 Θ′ が古典的マスター方程式を満たさない場合でも, 関数
f, g, hの属する関数空間を制限することで成立させることができる: f, g, h ∈ V ⊂ C∞(M). すな
わち pre-QP多様体における条件式 (4.2.2)はハミルトニアン関数Θ′と誘導括弧積の作用する関数
空間 V に対する条件式である. この条件式 (4.2.2)は古典的マスター方程式より弱い条件であるた
め, 条件 (4.2.2)を弱いマスター方程式 (weak master equation)と呼ぶ. 弱いマスター方程式を満
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たす関数空間の元 f, g, h ∈ V ⊂ C∞(M)に対して, 誘導括弧積は Leibniz則を満たす. このことは
DFTにおける代数の閉条件に関する考察の際に重要となる.
4.2.2 Pre-Bianchi恒等式
(M, ω,Q′)を次数 nの pre-QP多様体とする. すなわち, Q構造Q′に伴うハミルトニアン関数
Θ′は一般に古典的マスター方程式を満たさないものとする (4.2.1). QP多様体上の Bianchi恒等
式を議論した時と同様, 次数 n+ 1の関数 F ∈ C∞(M)を用いてハミルトニアン関数Θ′の変形を
以下のように考える.
Θ′F = Θ
′ + F. (4.2.3)
QP多様体の場合, 変形されたハミルトニアン関数ΘF に対する古典的マスター方程式 (4.1.19)
は, フラックス F の満たすべき Bianchi恒等式を導いた. また, ハミルトニアン関数の変形が正準





{eδαΘ′, eδαΘ′} = eδα{Θ′,Θ′} ̸= 0. (4.2.4)
このことはフラックスがゲージポテンシャルで書かれる場合でも, {Θ′F ,Θ′F } = 0が満たされない
ことを示しており, ΘF に対する古典的マスター方程式が Bianchi恒等式として不適であることを
示している.
これを修正して適切なBianchi恒等式を得るために, 次数 n+2の関数Bを次のように定義する.
B(Θ′F ,Θ′, eδα) := {Θ′F ,Θ′F } − eδα{Θ′,Θ′}. (4.2.5)
ただし, eδα は次数 nの関数 αによる正準変換である. pre-QP多様体上の Bianchi恒等式は, この
関数 Bが消える条件として定義できる.
B(Θ′F ,Θ′, eδα) = 0. (4.2.6)
本論文ではこの条件式を pre-Bianchi恒等式と呼ぶことにする.
Θ′が古典的マスター方程式を満たす極限において, すなわちQP多様体を考える場合, (4.2.5)の
第 2項はΘ′に対する古典的マスター方程式で消え, pre-Bianchi恒等式はQP多様体上の Bianchi
恒等式 (4.1.19)に帰着する. このことから, pre-Bianchi恒等式 (4.2.6)は QP多様体上の Bianchi
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と表される場合, pre-Bianchi恒等式は明らかに満たされることがわかる. このことは QP多様体
の時の議論と同様, フラックス F がゲージポテンシャル αによって
F = {Θ′, α}+ 1
2!




§3.1.1で見たように, DFTのゲージ代数は一般化 Lie微分によって生成されるが, その代数は閉
じていなかった. 代数が閉じるための条件は (3.1.16)で書かれ, これを満たすためにはゲージパラ





ことが知られている. これらに基づいて, DFTの代数構造をQP多様体上で表すことが [79]で提
案された. その後 [90]で pre-QP多様体が導入され, 一般化 Lie微分を再現するQ構造が特定され
た. また, [22, 81]ではQP多様体上における正準変換を議論することでDFTの変形を議論するこ
とができ, DFTに含まれるH, f,Q,Rフラックスが導入されることが議論された. 更に, 変形され
たQ構造の古典的マスター方程式からH, f,Q,Rフラックスについての Bianchi恒等式 [38]が導
出されることも示された.
以上のように, DFTの代数構造は超多様体法によって記述できることがわかっている. しか
しながら, 先行研究では Courant亜代数の類推として DFTの一般化 Lie代数を捉えているため,
O(D,D)共変性は壊れた形で議論されている. 本研究では, DFTのO(D,D)共変性が明らかな形





DFTの代数構造を pre-QP多様体上で再現するため, N多様体の底空間として 2D次元多様体
M̂ = M˜ ×M を考える. 以下では M̂ を底空間とする次数 2のN多様体M = T ∗[2]T [1]M̂ につい
て考える. M上の局所座標として次数が (0, 1, 1, 2)の座標 (XMˆ , QMˆ , PMˆ ,ΞMˆ )をとる. XMˆ は底
空間 M̂ の座標XMˆ = (X˜M , XM )で, 後にDFTの一般化座標と同一視する. QMˆ = (q˜M , qM )は次
数 1の接束 T [1]M̂ のファイバー座標である. PMˆ = (p˜M , pM )と ΞMˆ = (ξ˜M , ξM )は余接空間の座
標で, 以下に定めるシンプレクティック形式に伴いそれぞれQMˆ とXMˆ の正準共役座標となる.
M上のシンプレクティック形式として
ω = δXMˆ ∧ δΞMˆ + δQMˆ ∧ δPMˆ , (5.1.1)
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を考える. これに伴い, M上の零でない Poisson括弧積が以下のように与えられる.
{XMˆ ,ΞNˆ} = −{ΞNˆ , XMˆ} = δMˆNˆ , (5.1.2)
{QMˆ , PNˆ} = {PNˆ , QMˆ} = δMˆNˆ . (5.1.3)
これらの座標は PMˆ をベクトル場の基底 ∂Mˆ , QMˆ を形式場の基底 dXMˆ に同一視することで 2D
次元多様体 M̂ 上の微分幾何学を再現する自然な座標をなしている. しかし DFTではこれに加











ただし, ηMˆNˆ は (3.1.2)で導入したO(D,D)不変計量で, ηMˆNˆ はその逆行列である. 本論文ではこ
の座標 (Q′, P ′)をpre-QP多様体のDFT基底と呼ぶ. これらのDFT基底に対する零でないPoisson
括弧積は以下の通り.




} = ηMˆNˆ , {Q′Mˆ , P ′Nˆ} = 0. (5.1.5)




XMˆ , ∂Mˆ , ∂Mˆ , dX
Mˆ
)
7−→ (XMˆ ,ΞMˆ , P ′Mˆ , Q′Mˆ ). (5.1.6)
これに伴いDFTの一般化ベクトル V の押し出し j′∗と引き戻し j∗は次のように定義される.
j′∗ : V = V
Mˆ∂Mˆ 7−→ V MˆP ′Mˆ , (5.1.7)
j′∗ : V MˆP ′
Mˆ
7−→ V Mˆ∂Mˆ . (5.1.8)
以上の対応付けに従えば DFT上の形式場を定義することもできるが, 通常の DFTは一般化ベク
トル場のみで構成されているためここでは議論しない. この関係に基づいて, 以下の議論ではDFT
の一般化ベクトル V Mˆ∂Mˆ とQP多様体上の関数 V MˆP ′Mˆ を同一視し, j
′∗と j′∗の記号を省略する.
以上の対応付けにより, DFTの一般化ベクトル場 V, V ′の O(D,D)不変内積は Poisson括弧積
を用いて以下のように表せる.
〈V, V ′〉 = {V, V ′}. (5.1.9)
この P多様体上の内積の形は, P多様体上の Courant亜代数のO(D,D)不変内積 (4.1.48)と同じ
形をしており, 適切に対応づけられていることがわかる.
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一般に次数 3の関数は次数 1の座標Q′を用いて構成することもできるが, 上で言及した通りDFT
では一般化形式場は定義しないため, Q′の自由度はDFTの物理的自由度に影響しない. そのため,
ここでは P ′の自由度を用いて構成したハミルトニアン関数 (5.1.10)を用いて議論を進める. この
ハミルトニアン関数Θ0に伴う誘導括弧積はDFTの一般化ベクトル場に対する一般化 Lie微分を
再現する.
LΛV = [Λ, V ]D = −{{Λ,Θ0}, V }. (5.1.11)
また同時に関数 f に対する一般化錨写像も定義できる.
ρΛ(f) = −{{Λ,Θ0}, f}. (5.1.12)
これらのことから, Θ0はDFTの適切なQ構造であることがわかる.
一方, ハミルトニアン関数Θは古典的マスター方程式を満たさない.
{Θ0,Θ0} = ηMˆNˆΞMˆΞNˆ . (5.1.13)
従って, この Q構造をもつ P多様体は pre-QP多様体であり, 前章で述べた通り誘導括弧積は一





{{{{Θ0,Θ0}, f}, g}, h} = 0. (5.1.14)
となる.
DFTの一般化 Lie微分のゲージパラメータ Λは一般化ベクトルである. 従って, pre-QP多様
体における誘導括弧積としての一般化 Lie微分 (5.1.11)が作用する関数空間は pre-QP多様体の一
般化ベクトルによって張られる空間 V := {V = V MˆP ′
Mˆ
| V ∈ C∞(M)}を考えれば十分である.
pre-QP多様体上の一般化ベクトル V1, V2, V3 ∈ V に対して, 弱いマスター方程式 (5.1.14)は










が導かれる. この式は一般化 Lie微分の閉条件 (3.1.16)と等価である. すなわち, 一般化ベクトル
V1, V2, V3に対して
{{{{Θ0,Θ0}, V1}, V2}, V3} = ∆Mˆ (V1, V2, V3)P ′Mˆ (5.1.17)
であることがわかり, このことは pre-QP多様体上では左辺が消える, すなわち弱いマスター方程
47
§5.2 Pre-QP多様体法による Bianchi恒等式とGSS変形 第 5章 Pre-QP多様体上のDFT
式がDFTにおける一般化 Lie微分の閉条件に等しいことを表している.
5.2 Pre-QP多様体法によるBianchi恒等式とGSS変形
前節では DFTの代数構造を pre-QP多様体上で再現した. この節では DFTの一般化多脚場が
pre-QP多様体の正準変換によって導入できることを示す. また, DFTの GSS変形も正準変換に
よって書き表わせることを見る.
5.2.1 超多様体上の正準変換
DFTの一般化多脚場 E ˆ¯AMˆ は 2D次元時空の添字 Mˆ と局所 Lorentz座標の添字 ˆ¯Aを持つ. その
ため, 一般化多脚場を pre-QP多様体上で導入するためには, 前節で導入したN多様体の座標に加
えて, 局所 Lorentzフレームを記述する次数 1の座標 P¯ ˆ¯Aを導入する必要がある.
ここでは, pre-QP多様体を用いて再現されたDFTの代数構造に対して, 一般化多脚場やフラッ
クスを導入するため, N多様体としてM = T ∗[2](T [1]M̂ ⊕ V [1])を考える. ここで M̂ = M˜ ×M
は前節と同様, DFTの標的空間となる 2D次元多様体で, V [1]は局所 Lorentzフレームを記述する
ベクトル空間である. N多様体M上の座標は前節と同じ記法の (XMˆ , QMˆ , PMˆ ,ΞMˆ )と, 新たに局
所 Lorentz座標に対応する (Q¯ ˆ¯A, P¯ ˆ¯A)を導入する. 座標 (Q¯
ˆ¯A, P¯ ˆ¯A)の次数はそれぞれ (1, 1)である.









ˆ¯A − η ˆ¯A ˆ¯BP¯ ˆ¯B) , P¯ ′ˆ¯A :=
1√
2
(P¯ ˆ¯A + η ˆ¯A ˆ¯BQ¯
′ ˆ¯B). (5.2.1)
ここで η ˆ¯A ˆ¯B とその逆行列 η
ˆ¯A ˆ¯B は局所 LorentzフレームでのO(D,D)不変計量である. Q¯′ ˆ¯Aと P¯ ′ˆ¯A
の Poisson括弧積は次のようになる.
{Q¯′ ˆ¯A, Q¯′ ˆ¯B} = η ˆ¯A ˆ¯B, {P¯ ′ˆ¯A, P¯
′
ˆ¯B
} = η ˆ¯A ˆ¯B, {Q¯′
ˆ¯A, P¯ ′ˆ¯B} = 0. (5.2.2)
以下では上で定義した P多様体M上の正準変換について議論する. 次数 2の P多様体上の正
準変換は次数 2の関数によって生成される. ここではM上の次数 2の関数のうち, DFTの物理的
自由度に影響する P ′
Mˆ




P¯ ′ˆ¯Aからなる次数 2の関数は以下の 3つの関数の線型結合で書ける.
A := A Mˆˆ¯A η
ˆ¯A ˆ¯BP ′
Mˆ















ここで行列A ˆ¯AMˆ , tPˆ Mˆ , t¯ ˆ¯A
ˆ¯B はいずれもXMˆ = (X˜M , XM )の関数である. また, 関数Aは一般に





















































ここで行列K と LはそれぞれK Nˆ
Mˆ
= ηMˆPˆA ˆ¯APˆ η
ˆ¯A ˆ¯BA ˆ¯BNˆ と L ˆ¯A
ˆ¯B = A ˆ¯ANˆηNˆPˆA ˆ¯CPˆ η
ˆ¯C ˆ¯B と定義し
た. 行列 A ˆ¯AMˆ を DFTの多脚場と同一視して O(D,D)の元にとれば, KMˆ Nˆ と L ˆ¯A
ˆ¯B はそれぞれ
δMˆ
Nˆ と δ ˆ¯A
ˆ¯B に簡約される.
ここで, DFTの多脚場を導入するために部分群O(2)×O(D,D) ⊂ GL(2D)を考え
A ˆ¯AMˆ = θE ˆ¯AMˆ (5.2.7)
の場合を考える. ここに θと E ˆ¯AMˆ はそれぞれO(2)とO(D,D)部分群をパラメトライズするもの






cos θ + E ˆ¯A
Mˆ
P¯ ′ˆ¯A sin θ, (5.2.8)
eθδE P¯ ′ˆ¯A =− E ˆ¯A
MˆP ′
Mˆ





′NˆP ′Pˆ sin2 θ
+ E ˆ¯APˆΩMˆNˆPˆP ′Nˆ P¯ ′
ˆ¯A sin θ cos θ +
1
2
ΩMˆNˆPˆE ˆ¯ANˆE Pˆˆ¯B P¯
′ ˆ¯AP¯ ′
ˆ¯B sin2 θ. (5.2.10)
ただしΩMˆNˆPˆ は多脚場 E によるWeitzenbo¨ck接続ΩMˆNˆPˆ = −∂MˆE
ˆ¯A







= E ˆ¯AMˆ P¯ ′ˆ¯A, e
pi
2






































となる. ここで F ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C と Ω ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C は (3.1.19)で導入した一般化フラックスとWeitzenbo¨ck接続であ
る. このことから正準変換 epi2 δE はDFTの一般化多脚場 E ˆ¯AMˆ を適切な形で導入することがわかる.
式 (5.2.13)の P¯ 3の項に一般化フラックスが現れることは, 以下に示すように pre-QP多様体上
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における一般化フラックスの表式とも整合的である.
F ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C = 〈E ˆ¯C ,LE ˆ¯AE ˆ¯B〉 =− {E ˆ¯C , {{E ˆ¯A,Θ0}, E ˆ¯B}}
=− {E Pˆˆ¯C P
′
Pˆ
, {{E Mˆˆ¯A P
′
Mˆ




=− {e−pi2 δE P¯ ′ˆ¯C , {{e
−pi
2










δEΘ0}, P¯ ′ˆ¯B}}. (5.2.14)
ここで一般化多脚場を pre-QP多様体上の一般化ベクトルとみなした: E ˆ¯A = E ˆ¯AMˆP ′Mˆ . 最初の等式
は一般化フラックスの定義であり, 2番目の等式ではそれを誘導計量を用いて表した. 正準変換が
Poisson括弧積の構造を保つことを使いながら計算すれば, 最後の表式で P¯ 3の項が一般化フラッ
クスであることがわかる. 以上のことから pre-QP多様体上のDFTの一般化フラックスが以下の
表式で表せることがわかる.


























であり, 他の座標は eδt に対して不変である. ここで行列 TMˆ Nˆ は TMˆ Nˆ = (et)Mˆ Nˆ で定義される








′MˆP ′NˆP ′Pˆ , (5.2.18)
ただし, fMˆNˆPˆ = 3T[Mˆ |Qˆ(∂QˆTT−1)|NˆPˆ ] = 3T[Mˆ Qˆ∂|Qˆ|TNˆ RˆTPˆ ]Rˆは変換行列 T に伴う一般化フラッ
クスである.
正準変換関数 t¯に対する変換則も tの場合と同様にして計算できる. この場合の計算は eδt の変
換則 (5.2.16)と (5.2.17)において P ′
Mˆ
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これら tと t¯により生成される正準変換はそれぞれのフレームにおける O(D,D)変換を導く.
DFTにおいてT双対変換はO(D,D)変換として再定義されているため, これらの正準変換 eδt と




δE , eδt , eδt¯ によって生成される一般の正準変換
正凖変換 epi2 δE , eδt , eδt¯ によって生成される一般の正準変換 eδα(P,P¯ ) は, 正凖変換 epi2 δE , eδt , eδt¯ の








ただし, 正凖変換関数 Ei, ti, t¯iは全て独立な関数である.
ここで正凖変換 epi2 δE , eδt , eδt¯ について次の関係式を示すことができる.
eδteδt′ = eδt′′ , eδt¯eδt¯′ = eδt¯′′ , (5.2.23)

























Pˆ = T ′′
Mˆ
Nˆ , T¯ ˆ¯A
ˆ¯BT¯ ′ˆ¯B
ˆ¯C = T¯ ′′ˆ¯A
ˆ¯C , (5.2.26)
E ′ ˆ¯AMˆE ˆ¯ANˆ = −(T−1)Mˆ Nˆ , E ′ˆ¯A
MˆE ˆ¯BMˆ = −(T¯−1) ˆ¯A
ˆ¯B, (5.2.27)
T¯ ˆ¯A
ˆ¯B = −E ˆ¯AMˆTMˆ NˆE
ˆ¯B
Nˆ . (5.2.28)
と定めるものとする. これらの証明は付録に示す. 以上の関係式を用いると, epi2 δE , eδt , eδt¯ によっ
て生成される一般の正準変換 (5.2.22)はパラメータを適当に選ぶことによって






この節では §4.2.2での議論に基づいて, pre-QP多様体上の DFTにおける pre-Bianchi恒等式
を導く. まず, フラックスによって変形された最も一般的なハミルトニアン関数を考える. pre-
QP多様体上のDFTは P ′と P¯ ′の自由度のみで記述されることを踏まえると, 有効な変形は座標
(XMˆ ,ΞMˆ , P
′
Mˆ
, P¯ ′ˆ¯A)から成る次数3の関数によって引き起こされる. それらの関数を ρ¯, ρ,F ,Φ,∆,Ψ
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′MˆP ′NˆP ′Pˆ (5.2.30)
ここに導入したフラックスは (5.1.10)のハミルトニアン関数 θ0の一般的な正準変換によって得る
ことができる. ここでは前節の議論に合わせて, epi2 δE で得られるフラックスについて考えることに
する. すなわち (5.2.13)を参考に次のハミルトニアン関数を用いて議論する.











′MˆP ′Nˆ P¯ ′
ˆ¯A (5.2.31)
ここでF とΦは一般的なフラックスであり, E とは独立なものとして考える. DFTの元々のハミ
ルトニアン関数は (5.1.10)のΘ0で考え, 正準変換としてA = pi2E に伴う正準変換を用いる. これ
らを (4.2.5)に代入すれば B(ΘF ,Θ0, epi2 δE )として次の関数が得られる.
B(ΘF ,Θ0, epi2 δE )
=(2∂NˆE Mˆˆ¯A E ˆ¯B
Nˆ + E ˆ¯CMˆF ˆ¯C ˆ¯A ˆ¯B − ΩMˆ Pˆ QˆE ˆ¯APˆE ˆ¯BQˆ)ΞMˆ P¯ ′
ˆ¯AP¯ ′
ˆ¯B




E Mˆˆ¯A ∂MˆF ˆ¯B ˆ¯C ˆ¯D −
3
4

















− E Pˆˆ¯A ∂PˆΦ ˆ¯BMˆNˆ +
1
2
F ˆ¯C ˆ¯A ˆ¯BΦ
ˆ¯C
MˆNˆ















Pˆ Qˆ − ΩRˆMˆNˆΩRˆPˆ Qˆ)P ′MˆP ′NˆP ′PˆP ′Qˆ. (5.2.32)
従って, pre-Bianchi恒等式 (4.2.6)として次の方程式が得られる.
2∂NˆE[ ˆ¯AMˆE ˆ¯B]Nˆ + E
ˆ¯CMˆF ˆ¯C ˆ¯A ˆ¯B − ΩMˆ Pˆ QˆE ˆ¯APˆE ˆ¯BQˆ =0, (5.2.33)
E ˆ¯AMˆΦ ˆ¯ANˆPˆ +ΩMˆNˆPˆ =0, (5.2.34)
E Mˆ
[ ˆ¯A
∂MˆF ˆ¯B ˆ¯C ˆ¯D] −
3
4















F ˆ¯C ˆ¯A ˆ¯BΦ
ˆ¯C









− ΩRˆ[MˆNˆΩRˆ Pˆ Qˆ] =0. (5.2.37)
第 1式 (5.2.33)と第 2式 (5.2.34)はそれぞれF ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯CとΦ ˆ¯ANˆPˆ の局所的な表式を導く. これらの表式





がゲージポテンシャル E によって (3.1.19)と書けることを示している. 第 3式 (5.2.35)は [37, 20]
で議論されているDFTの一般化 Bianchi恒等式 (3.1.35)に他ならない. 第 4式 (5.2.36)は Φ ˆ¯ANˆPˆ
に対する Bianchi恒等式を与えている. 第 5式 (5.2.37)は独立な条件を出さない.
52
§5.2 Pre-QP多様体法による Bianchi恒等式とGSS変形 第 5章 Pre-QP多様体上のDFT
5.2.3 正準変換としてのGSS変形
§3.2でDFTのコンパクト化として, GSSコンパクト化について言及した. 一般化多脚場E ˆ¯AMˆ と
一般化ディラトン dに対するGSSアンザッツは (3.2.1)である. GSS変形行列UIˆ Mˆ (Y)はO(D,D)
の元であり, 式 (3.2.2)を満たすことを仮定した. この節ではGSSアンザッツ (3.2.1)と一般化 Lie
微分 (3.2.9), 一般化フラックス (3.2.3)を pre-QP多様体上の正準変換を用いて再現する.
pre-QP多様体を用いてGSSコンパクト化を議論するために, 底空間を 2(D − d)次元外部空間
と 2d次元内部空間に分ける. GSSコンパクト化の時と同じ記法を用いて, 外部空間の座標をX, 内
部空間の座標を Yと書くことにする. すなわち底空間の座標はX = (X,Y)と分解される.
さらにGSS変形された理論の基底の座標として (Q̂Iˆ , P̂Iˆ)を導入する. ここでも添字 Iˆ , Jˆ , Kˆ, Lˆ, Hˆ =
1, . . . , 2Dをコンパクト化された理論の基底の添字として用いることにする. P ′
Mˆ
やQ′Mˆ と同様に,









ここで ηIˆJˆ とその逆行列 ηIˆJˆ は定数のO(D,D)不変計量である. P̂ ′Iˆ と Q̂
′Iˆ に対する Poisson括弧
積は




} = ηIˆJˆ , {Q̂′Iˆ , P̂ ′Jˆ} = 0 (5.2.39)
である. 座標 P̂ ′
Iˆ
はコンパクト化された理論の一般化ベクトル V̂ (X)の基底に対応させる:
j′∗ : V̂ (X) = V̂ Iˆ(X)∂Iˆ 7−→ V̂ Iˆ(X)P̂ ′Iˆ , (5.2.40)
j′∗ : V̂ Iˆ(X)P̂ ′
Iˆ
7−→ V̂ Iˆ(X)∂Iˆ . (5.2.41)
この関係に基づいて,以下の議論ではコンパクト化された理論の一般化ベクトル V̂ Iˆ(X)∂Iˆとpre-QP
多様体上の関数 V̂ Iˆ P̂ ′
Iˆ
を同一視し, j′∗と j′∗を省略する.
ここで, 新しい座標 P̂Iˆ を導入したことに伴い, 正準変換関数として (5.2.3)に加えて, 以下の 3
つの関数が考えられる.
Â := Â ˆ¯A
IˆηAˆBˆP̂ ′
Iˆ











ここで行列 Â ˆ¯AIˆ と AIˆ Mˆ は一般にGL(2D)の元であり, t̂Iˆ Jˆ は o(D,D)の元である. また, いずれ
も一般にXMˆ の関数である. これらの関数に伴う正準変換の公式は, 第 5.2.1節で議論したものと
全く同様にして導くことができる.
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多脚場とゲージパラメータのGSSアンザッツ (3.2.1)は (5.2.42)の 2番目の正準変換の特別な場
合A = pi2U によって生成される. ここでUIˆ Mˆ はYのみに依るO(D,D)行列で, その行列成分は内
部空間方向のみに非自明な値を持つものとする. この条件は (3.2.2)に対応する. この正準変換に





















































ここで行列 T̂Iˆ Jˆ は T̂Iˆ Jˆ = (et̂)Iˆ Jˆ ∈ O(D,D)で定義し, 結果をGSS変形として考えるためにYのみ
に依存するものと仮定する. このとき (5.2.47)と (5.2.48)は T̂Iˆ JˆUJˆ Mˆ (Y)を GSS変形行列とする
多脚場 Ê ˆ¯AIˆ(X)とゲージパラメータ Λ̂Iˆ(X)のGSS変形と捉えることができる. (5.2.45)と (5.2.46)
ではGSS変形は正準変換 epi2 δU によって生成されたが, (5.2.47)と (5.2.48)には eδt̂ の自由度もあ
るため, GSS変形はフレーム P̂Iˆ のO(D,D)変換によって引き起こされるものと捉えることもでき
る. 以下の議論では epi2 δU 変換によって引き起こされるGSS変形について議論する.




















′MˆP ′Nˆ P̂ ′Iˆ . (5.2.49)
ここでWeitzenbo¨ck接続 Ω˜IˆJˆKˆ = UIˆ Mˆ∂MˆUJˆ NˆUKˆNˆ は UIˆ Mˆ (Y)で定義され, それに伴う一般化フ




Λ̂(X)V̂ (X) =− {{Λ̂(X), Θ̂GSS}, V̂ (X)}. (5.2.50)
このことはGDFTの一般化 Lie微分 L̂が元のDFTの一般化 Lie微分から誘導されること (3.2.9)
と整合的である. すなわち, 元の DFTの一般化 Lie微分は pre-QP多様体上ではハミルトニアン
関数 (5.1.10)に伴う誘導括弧積 (5.1.11)として導入されたが, この誘導括弧積は正準変換に基づく
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GSS変形 (5.2.45),(5.2.46)によって以下のように変形され, (5.2.50)と結び付けられる.
−{{Λ,Θ0}, V } =− {{e−pi2 δU (Λ̂Iˆ(X)P̂ ′Iˆ),Θ0}, e−
pi
2
δU (V̂ Jˆ(X)P̂ ′
Jˆ
)}
=− e−pi2 δU {{Λ̂Iˆ(X)P̂ ′
Iˆ
,ΘGSS}, V̂ Jˆ(X)P̂ ′Jˆ} (5.2.51)
右辺を具体的に計算すれば, 元のDFTとGDFTおける一般化 Lie微分の関係式 (3.2.9)が次のよ
うに得られる.
LΛV =− {{Λ,Θ0}, V }
=− e−pi2 δU {{Λ̂Iˆ(X)P̂ ′
Iˆ





V̂ Iˆ P̂ ′
Iˆ
+ fJˆKˆ













(5.1.15)で表された. GDFTの一般化 Lie微分に対する閉条件も同様に, 変形されたハミルトニア
ン関数 Θ̂GSSとGDFTの一般化ベクトル V̂1(X), V̂2(X), V̂3(X)に対する弱いマスター方程式として
{{{{Θ̂GSS, Θ̂GSS}, V̂1}, V̂2}, V̂3} = 0 (5.2.53)
と書ける. 変形されたハミルトニアン関数 Θ̂GSSの Poisson括弧積は






′Iˆ P̂ ′Jˆ P̂ ′Kˆ P̂ ′Lˆ















′MˆP ′Nˆ P̂ ′Iˆ P̂ ′Jˆ









′MˆP ′NˆP ′PˆP ′Qˆ.
(5.2.54)
であるため, (5.2.53)は以下の条件を導く.
∂ Iˆ V̂ Jˆ1 V̂2Jˆ∂Iˆ V̂
Kˆ
3 − 2∂ Iˆ V̂ [Jˆ1 ∂Iˆ V̂
Kˆ]
2 V̂3Jˆ = 0, (5.2.55)
fHˆ[IˆJˆf
Hˆ
KˆLˆ] = 0. (5.2.56)
GDFTの一般化ベクトルは外部空間の座標 Xのみに依存しているため, 条件 (5.2.55)は外部空間
のベクトル場に対する閉条件 (3.1.16)である. 2つめの条件 (5.2.56)は fIˆJˆKˆ に対する Jacobi恒等
式によって満たされる. ここで注意すべきは, 条件 (5.2.55)が外部空間の座標依存性に対する条件
であり, 内部空間の座標依存性については条件を課していないことである. このことは GSSコン
パクト化が一般化 Lie微分の閉条件のセクション条件以外の解になっていることを示している.









































IˆP ′MˆP ′Nˆ P¯ ′
ˆ¯A. (5.2.57)
ここで F̂ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C と fIˆJˆKˆ は, それぞれ (3.2.5)と (3.2.7)によって定義された一般化フラックスである.
この表式から, GDFTの一般化フラックス (3.2.3)は pre-QP多様体上で定義される一般化フラッ
クス (5.2.15)と整合的であることがわかる:
F ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C = 〈E ˆ¯C ,LE ˆ¯AE ˆ¯B〉 =− {E ˆ¯C , {{E ˆ¯A,Θ0}, E ˆ¯B}}
=− {Ê ˆ¯CPˆUPˆ SˆP ′Sˆ , {{Ê ˆ¯AMˆUMˆ QˆP ′Qˆ,Θ0}, Ê ˆ¯BNˆUNˆ RˆP ′Rˆ}}






















Ê Θ̂GSS}, P¯ ′ˆ¯B}}
















この式は pre-QP多様体上のDFTのフラックスの表式 (5.2.15)において, ハミルトニアン関数Θ0
をGSS変形されたハミルトニアン関数 Θ̂GSSに置き換えたものである.










一般化 Lie微分 LΛV = −{{Λ,Θ0}, V } L̂Λ̂V̂ = −{{Λ̂, Θ̂GSS}, V̂ }
弱いマスター方程式 {{{{Θ0,Θ0}, V1}, V2}, V3} = 0 {{{{Θ̂GSS, Θ̂GSS}, V̂1}, V̂2}, V̂3} = 0






}, P¯ ′ˆ¯B}, P¯
′
ˆ¯C














前章では DFTの代数構造が pre-QP多様体によって記述されることを示した. 特に pre-QP多
様体上にDFT基底 (5.1.4)を導入することで, DFTのO(D,D)共変性を保ちながら正準変換など
の議論を進められることを見た. またDFTのGSS変形は pre-QP多様体上の正準変換として記述
され, この正準変換で変形された DFTのQ構造はGDFTの一般化 Lie微分を再現することを示
した.
GSS変形されたDFTは一般化された捻れたトーラス上のDFTとして捉えることができる. 一
方で, pre-QP多様体上の DFTはQ構造の変形Θ0 → Θ̂GSSによって元々の DFTからGSS変形
された DFTへ移ることができた. また, GSS変形の効果は全て Θ̂GSSに含まれており, 従って曲
がった時空の効果は Θ̂GSSに含まれることがわかった.
本章では以上の考えを推し進めて, 一般に背景時空の変形が pre-QP多様体上ではQ構造の変形




括弧積や一般化フラックスを (5.1.11)や (5.2.15)と同様に定め, pre-QP多様体上のDFTを定義す
る. 本論文では, この一般の背景時空に関して共変な形に拡張された pre-QP多様体上の DFTを
DFTcovと呼ぶ. 本章では, DFTcovの代数構造の閉条件や pre-QP多様体上の正準変換も議論する.
また, 一般化フラックスの満たすべき pre-Bianchi恒等式も導出する. 最後に DFTcovの適用例と
してDFTWZWが挙げられることを示す.
6.1 DFTcov
ここでは, 一般の曲がった多様体を標的空間とする pre-QP多様体を考え, 標的空間の共変微分
に対応する座標を導入することで共変形式の超多様体法を議論する. 更に, 共変形式の pre-QP多
様体上にDFT基底を導入することで, DFTcovの代数構造を構成する.
6.1.1 Pre-QP多様体と共変微分
M̂ = M˜ ×M を 2D次元微分可能多様体とする. また, V と V¯ を 2D次元のベクトル空間とする.
これらの多様体とベクトル空間を用いてN多様体M = T ∗[2](T [1]M̂ ⊕ V [1]⊕ V¯ [1])を定義する.
Mの T ∗[2]T [1]M̂ 上の座標を §5.1と同様に (XMˆ , QMˆ , PMˆ ,ΞMˆ )を用いて表す. また T ∗[2]V [1]上
の座標を (Q̂Iˆ , P̂Iˆ), T ∗[2]V¯ [1]上の座標を (Q¯
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N多様体M上の P構造としてシンプレクティック構造
ω = dXMˆ ∧ dΞMˆ + dQMˆ ∧ dPMˆ + dQ̂Iˆ ∧ dP̂Iˆ + dQ¯
ˆ¯A ∧ dP¯ ˆ¯A (6.1.1)
を考える. これに伴う零でない Poisson括弧積は
{XMˆ ,ΞNˆ} =− {ΞNˆ , XMˆ} = δMˆNˆ , (6.1.2)
{QMˆ , PNˆ} ={PNˆ , QMˆ} = δMˆNˆ , (6.1.3)
{Q̂Iˆ , P̂Jˆ} ={P̂Jˆ , Q̂Iˆ} = δIˆJˆ , (6.1.4)
{Q¯ ˆ¯A, P¯ ˆ¯B} ={P¯ ˆ¯B, Q¯
ˆ¯A} = δ ˆ¯Aˆ¯B (6.1.5)
である.
以上の P多様体によって記述できる代数多様体の幾何学を考えるために, 前節までと同様に標
的空間と P多様体を関係付ける写像 j : M̂ × TM̂ × TM̂ × T ∗M̂ →Mを以下のように定義する.
j : (XMˆ , ∂Mˆ , ∂Mˆ , dX
Mˆ ) 7−→ (XMˆ ,ΞMˆ , PMˆ , QMˆ ). (6.1.6)
すなわち多様体 M̂ 上のベクトル V Mˆ∂Mˆ と 1形式 αMˆdXMˆ は P多様体上でそれぞれ V MˆPMˆ と
αMˆQ
Mˆ に対応付けられる.
j∗ : V Mˆ∂Mˆ 7−→ V MˆPMˆ , j∗ : αMˆdXMˆ 7−→ αMˆQMˆ , (6.1.7)
j∗ : V MˆPMˆ 7−→ V Mˆ∂Mˆ , j∗ : αMˆQMˆ 7−→ αMˆdXMˆ . (6.1.8)
また同時に局所 Lorentzフレームの基底とその双対基底はそれぞれ P多様体上の座標 P̂Iˆ と Q̂Iˆ
に対応付けるものとする. P多様体上の座標 ΞMˆ はXMˆ に共役な座標であるため Poisson括弧積
{−,ΞMˆ}は M̂ 上の微分 ∂Mˆ に対応付けられる.
ここでは一般に曲がった多様体 M̂ を考えてその上の幾何学を考える. このために多様体 M̂ 上




:= ΞMˆ + ΓMˆNˆ
PˆQNˆPPˆ +WMˆIˆ









{PMˆ ,Ξ∇Nˆ} =ΓNˆMˆ PˆPPˆ , (6.1.11)
{QMˆ ,Ξ∇
Nˆ
} =− ΓNˆPˆ MˆQPˆ , (6.1.12)


















JˆQ̂Iˆ P̂Jˆ . (6.1.15)
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ここでRMˆNˆRˆSˆ と R¯MˆNˆ Iˆ Jˆ はそれぞれ ΓMˆNˆ Pˆ とWMˆIˆ Jˆ で定義される曲率テンソルである.
RMˆNˆSˆ
Rˆ = 2∂[MˆΓNˆ ]Sˆ




Jˆ = 2∂[MˆWNˆ ]Iˆ





}は M̂ 上の共変微分に対応付けられることがわかる. す
なわちP多様体上のベクトル V MˆPMˆ と 1形式 αMˆQMˆ 及び対応する局所 Lorentzフレームのベク
トル V AˆP¯Aˆと 1形式 αAˆQAˆに対して {−,Ξ∇Mˆ}は共変微分として作用する:
{V MˆPMˆ ,Ξ∇Nˆ} = ∇NˆV MˆPMˆ , {αMˆQMˆ ,Ξ∇Nˆ} = ∇NˆαMˆQMˆ , (6.1.18)
{V̂ Iˆ P̂Iˆ ,Ξ∇Nˆ} = ∇Nˆ V̂ Iˆ P̂Iˆ , {α̂IˆQ̂Iˆ ,Ξ∇Nˆ} = ∇Nˆ α̂IˆQ̂Iˆ . (6.1.19)
ここでテンソルの共変微分∇Mˆ は次のように定めた.
∇PˆV MˆIˆ =∂PˆVIˆ Mˆ + ΓPˆ Nˆ MˆV NˆIˆ −WPˆ Iˆ JˆV MˆJˆ . (6.1.20)
実際, M上の次数 2の関数として Ξ∇(V ) = V MˆΞ∇
Mˆ
∈ C∞2 (M)を定義すれば, Poisson括弧積
j∗{j∗(−),Ξ∇(j∗(−))}は写像
∇ : X(M̂)× X(M̂)→ X(M̂); (V1, V2) 7−→ ∇V1V2 = j∗{j∗(V1),Ξ∇(j∗(V2))} (6.1.21)
を定義し, 以下の共変微分の 4つの公理を満たす.
1. ∇V1(V2 + V3) = ∇V1V2 +∇V1V3
2. ∇(V1+V2)V3 = ∇V1V3 +∇V2V3: (双線型性)
3. ∇fV1V2 = f∇V1V2
4. ∇V1(fV2) = (V1f)V2 + f∇V1V2: (Leibniz則)
ただしここで V1, V2, V3 ∈ X(M̂)であり, f ∈ C∞(M̂)である.
次に, P多様体上に多脚場を導入することを考える. 前節では標的空間の接ベクトルの基底 PMˆ
と局所 Lorentzフレームの基底 P¯ ˆ¯Aとを結ぶ正準変換によって P多様体上に多脚場が導入できる
ことを見た. ここでも同様に正準変換を用いて P多様体上に多脚場を導入することを考える.
背景多脚場EIˆ Mˆ を導入する正準変換 φを §5.2.1の類推で次のように仮定する.
φ(PMˆ ) = E
Iˆ
Mˆ P̂Iˆ , φ(P̂Iˆ) = EIˆ
Mˆ P̂Mˆ , (6.1.22)
φ(QMˆ ) = EIˆ
Mˆ Q̂Iˆ , φ(Q̂Iˆ) = E Iˆ Mˆ Q̂
Mˆ . (6.1.23)
ここで E Iˆ Mˆ は背景多脚場 EIˆ Mˆ の逆行列である. また, φのXMˆ に対する作用は自明であること
を仮定する:
φ(XMˆ ) = XMˆ . (6.1.24)
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以上の仮定の下, 正準変換として整合的な φの ΞMˆ への作用を定める. 正準変換は Poisson括弧積
の構造を保つ. 従って φに対して次の Poisson写像の条件を要請する.
φ({−,−}) = {φ(−), φ(−)}. (6.1.25)
この条件の非自明な部分は
φ({XMˆ ,ΞNˆ}) = {φ(XMˆ ), φ(ΞNˆ )} = δMˆNˆ ,
φ({ • ,ΞNˆ}) = {φ( • ), φ(ΞNˆ )} = 0, (6.1.26)
である. ここで •はXMˆ 以外の全ての座標を表すものとする. 正準変換は次数を保つ変換のため,
ΞMˆ の変換は次の形に仮定することができる.





















ここで AMˆ Nˆ , BMˆ NˆPˆ , CMˆNˆ Pˆ , DMˆNˆPˆ , B̂Mˆ IˆJˆ , ĈMˆIˆ Jˆ , D̂MˆIˆJˆ は定めるべきXMˆ の関数である. この
アンザッツを (6.1.26)に代入することで, これらの関数は全て決定され, φ(ΞMˆ )は次のように定
まる.
φ(ΞMˆ ) = ΞMˆ − ΩMˆNˆ PˆQNˆPPˆ +ΩMˆNˆ PˆEIˆ NˆEJˆ Pˆ Q̂Iˆ P̂Jˆ . (6.1.28)
ただし ΩMˆNˆ Pˆ は背景場によって構成されるWeitzenbo¨ck接続である.
ΩMˆNˆ
Pˆ = −∂MˆE Iˆ NˆEIˆ Pˆ . (6.1.29)




) = ΞMˆ + (WMˆIˆ
JˆE Iˆ NˆEJˆ
Pˆ − ΩMˆNˆ Pˆ )QNˆPPˆ + (ΩMˆNˆ Pˆ + ΓMˆNˆ Pˆ )EIˆ NˆEJˆ Pˆ Q̂Iˆ P̂Jˆ . (6.1.30)
ここで接続に対して多脚場条件






NˆEJ Pˆ . (6.1.32)
が成立する. ただしΩKˆIˆ Jˆは中間フレームにおけるWeitzenbo¨ck接続でΩKˆIˆ Jˆ = ΩPˆ Mˆ NˆEKˆ PˆEIˆ MˆEJˆ Nˆ
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従って Poisson括弧積 (6.1.10)–(6.1.15)は正準変換 φで形が変わらないことがわかる.
6.1.2 O(D,D)構造とDFT基底
以上の共変微分をDFTに適用することを考える. P多様体をDFTに適用するためには, O(D,D)
不変計量とDFT基底を導入する必要がある. 中間フレームのO(D,D)計量 ηIˆJˆ を (3.1.2)と同じ
形で定義する. 共変微分に対してO(D,D)計量条件
∇MˆηIˆJˆ = 0 (6.1.34)
を課せば, スピン接続WMˆIˆ Jˆ は次の反対称性を持つ.
WMˆJˆ
LˆηLˆKˆ +WMˆKˆ
LˆηJˆLˆ =WMˆJˆKˆ +WMˆKˆJˆ = 0. (6.1.35)
以降この O(D,D)計量条件を課し, 中間フレームの添字は ηIˆJˆ とその逆行列 ηIˆJˆ によって上げ下
げすることにする.







定義より ηMˆNˆ は一般に定数ではないことに注意する. 多脚場条件 (6.1.31)と (6.1.34)を課せば, 定
義より明らかに ηMˆNˆ は計量条件を満たす. 従って, アフィン接続 Γは次の式を満たす.
∇MˆηNˆPˆ =∂MˆηNˆPˆ − ΓMˆNˆ QˆηQˆPˆ − ΓMˆPˆ QˆηNˆQˆ = 0. (6.1.37)









Nˆ ), Q′Mˆ :=
1√
2




















ˆ¯A − η ˆ¯A ˆ¯BP¯ ˆ¯B). (6.1.40)
ここで ηAˆBˆ は局所平坦フレームにおけるO(D,D)不変軽計量で, ηIˆJˆ と同じ形の行列とする.




, Q′Mˆ , Q̂′Iˆ に対して次のように作用する.
φ(Q′Mˆ ) = EIˆ






























} = η ˆ¯A ˆ¯B, {Q¯′
ˆ¯A, Q¯′








} =ΓNˆMˆ PˆP ′Pˆ , (6.1.44)
{Q′Mˆ ,Ξ∇
Nˆ





} =WNˆ Iˆ Jˆ P̂ ′Jˆ , (6.1.46)
{Q̂′Iˆ ,Ξ∇
Nˆ





















これらの Poisson括弧積 (6.1.44)–(6.1.48)は (6.1.11)–(6.1.15)と同じ形であり, 従って前節と同様
の議論から Ξ∇
Mˆ
は一般化ベクトル V MˆP ′
Mˆ























−{{Λ,Θ∇0 }, V } = L∇ΛV. (6.1.51)
ここでΛと V は一般化ベクトルΛMˆ (X)P ′
Mˆ




L∇ΛV Mˆ =ΛNˆ∇NˆV Mˆ + (∇MˆΛNˆ −∇NˆΛMˆ )V Nˆ . (6.1.52)
共変化された一般化 Lie微分が定義されたことに伴い, pre-QP多様体上の一般化捩率テンソル
を (3.1.49)の類推から次のように定義することができる.
T (V1, V2) = {{V1,Θ∇0 −Θ0}, V2}. (6.1.53)
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右辺は明らかに, 背景時空に関する一般化捩率テンソルを導く.
{{V1,Θ∇0 −Θ0}, V2} = L∇V1V2 − LV1V2 = TMˆNˆ PˆV Mˆ1 V Nˆ2 P ′Pˆ . (6.1.54)
ただし通常のDFTの場合と異なり, DFTcovでは一般に ηMˆNˆ が定数ではないため, 接続に対する
O(D,D)計量条件 (6.1.34)を課しても ΓIˆJˆKˆ は添字 Jˆ と Kˆ について反対称ではない (6.1.37). こ
のことから, 一般化捩率テンソル TMˆNˆ Pˆ は以下のように (3.1.51)とは異なる形をとることに注意
する.
L∇V1V Mˆ2 − LV1V Mˆ2 =(ΓNˆPˆ Mˆ − ΓMˆ Pˆ Nˆ − ΓPˆ Nˆ Mˆ )V Nˆ1 V Pˆ2 . (6.1.55)













実際, このハミルトニアン関数 Θ̂∇0 に伴う誘導括弧積は次のように中間フレームにおける共変な一
般化 Lie微分を実現している.
−{{Λ̂, Θ̂∇0 }, V̂ } = L∇Λ̂ V̂ . (6.1.57)
ただし, Λ̂ = Λ̂Iˆ(X)P̂ ′
Iˆ





は中間フレームにおける共変微分∇Iˆ := EIˆ Mˆ∇Mˆ を用いて
L∇
Λ̂
V̂ Iˆ =Λ̂Jˆ∇JˆV Iˆ + (∇IˆΛ̂Jˆ −∇Jˆ Λ̂Iˆ)V̂ Jˆ . (6.1.58)
と定義した. ここで多脚場条件 (6.1.31)に基づいて, 異なる 2つのフレームにおける一般化 Lie微
分 (6.1.52)と (6.1.58)が等価であることに注意しておく.
ハミルトニアン関数としてQ′や Q̂′基底の関数を考えることができるが, 通常のDFTの類推か
らここでも一般化ベクトルの基底 P ′と P̂ ′のみを用いた理論を考えることにする.
共変化された一般化 Lie微分 (6.1.58)の閉条件は一般化ベクトルに対する弱いマスター方程式
(4.2.2)によって書かれる.
{{{{Θ̂∇0 , Θ̂∇0 }, V̂1}, V̂2}, V̂3} = 0. (6.1.59)
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この条件はスピン接続WMˆIˆ Jˆ と一般化ベクトル V̂1, V̂2, V̂3に対する条件として次の方程式を導く.





























3 − V̂ Lˆ1 ∂Mˆ V̂ Iˆ2 V̂ Jˆ3 + V̂ Lˆ1 V̂ Jˆ2 ∂Mˆ V̂ Iˆ3
]
− 3!V̂ Iˆ1 V̂ Jˆ2 V̂ Kˆ3
[
2R[IˆJˆKˆLˆ] −WHˆ[IˆJˆW Hˆ KˆLˆ] − 2(2W[IˆJˆ Hˆ − 2Ω[IˆJˆ Hˆ)W|Hˆ|KˆLˆ]
]
= 0. (6.1.60)
この条件を解くために, 一般化ベクトルの微分の各次に分解して議論することを考えれば, 次の 3
つの条件が (6.1.60)を満たすための十分条件であることがわかる.
∂Mˆ V̂ Jˆ1 V̂2Jˆ∂Mˆ V̂
Iˆ
3 − 2∂Mˆ V̂ [Jˆ1 ∂Mˆ V̂
Iˆ]
2 V̂3Jˆ = 0, (6.1.61)
(−2Ω[IˆJˆ ]Kˆ + 3W[IˆJˆKˆ])EKˆMˆ∂Mˆ V̂ Lˆ1 = 0, (6.1.62)
2R[IˆJˆKˆLˆ] −WHˆ[IˆJˆW Hˆ KˆLˆ] − 2(2W[IˆJˆ Hˆ − 2Ω[IˆJˆ Hˆ)W|Hˆ|KˆLˆ] = 0, (6.1.63)
最初の条件は中間フレームにおける通常の一般化 Lie微分の閉条件 (3.1.16)
∆Iˆ(V̂1, V̂2, V̂3) = 0. (6.1.64)
である. 2番目と 3番目の条件はいくつかの場合に解くことができる. ここではDFTWZWと通常
のDFTに関連する, それぞれの場合の解を示す.
1) 2番目の条件 (6.1.62)はスピン接続WMˆIˆ Jˆ を次のようにとることで満たされる.




[IˆJˆW|Hˆ|KˆLˆ] = 0 (6.1.66)
と変形できる. この解 (6.1.65)はDFTWZWと関連していて, 3W[IˆJˆKˆ] = FIˆJˆKˆ ととることに
よってDFTWZWの代数を再現することができる. その場合, 3番目の条件 (6.1.66)は構造定
数 FIˆJˆKˆ の Jacobi恒等式によって満たされる.
2) スピン接続WMˆIˆ Jˆ を









1 = 0 (6.1.68)
と変形される. この条件は多脚場EIˆ Mˆ と一般化ベクトル V̂Iˆ との間のセクション条件を課す
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ことによって満たされることがわかる. このケースでは Riemannテンソルが零であること
が示せる: RIˆJˆKˆLˆ = 0. これに伴い, 3番目の条件は
ηMˆNˆ∂MˆE[Iˆ
Pˆ∂NˆEJˆ
QˆEKˆPˆELˆ]Qˆ = 0 (6.1.69)
と変形され, この条件は背景時空の多脚場 EIˆ Mˆ に対するセクション条件によって満たすこ
とができる.
6.1.4 正準変換
§5.2.1では pre-QP多様体上の DFTに対する正準変換を議論し, ハミルトニアン関数の変形と
一般化フラックスを議論した. ここでは §5.2.1と同様にして一般の GL(2D)共変な pre-QP多様
体上のDFTの正準変換を議論する.
Pre-QP多様体上のDFTの正準変換は次数 2の関数によって引き起こされる. DFT基底である
P ′, P̂ ′, P¯ ′から成る次数 2の関数は次の関数の線形結合で書ける.




, Â := Â
ˆ¯AJˆ P̂ ′
Jˆ




















ここで係数AIˆMˆ , ÂAˆJˆ ,A ˆ¯AMˆ はいずれもXMˆ の関数で, 一般にGL(2D)の元である. また, 後にこ
れらの関数はそれぞれ背景時空の多脚場 EIˆ Mˆ , 背景周りの揺らぎの多脚場 Ê ˆ¯AIˆ や, それらを合わ
せた全体の多脚場 E ˆ¯AMˆ と同一視するが, この時点ではこれらと独立に定義することができる.
















































∇MˆAKˆNˆ (A−1)Nˆ Jˆ P̂ ′Jˆ P̂ ′Kˆ +
1
2
∇MˆAKˆNˆ (A−1)Nˆ JˆeδA(P̂ ′Jˆ)eδA(P̂ ′Kˆ). (6.1.74)
ここで κと λはそれぞれ κMˆ Nˆ = AIˆMˆAJˆNˆ と λIˆ Jˆ = AIˆNˆAJˆNˆ と定義した. 関数 Aを多脚場と同












=− EIˆ MˆP ′Mˆ sin θ + P̂ ′Iˆ cos θ, (6.1.76)
となる. また, 多脚場条件 (6.1.31)とO(D,D)計量条件 (6.1.34)を踏まえれば,
∇MˆAIˆNˆ = ∇MˆE IˆNˆ = 0 (6.1.77)
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特に θ = pi2 の場合, 正準変換 e
pi
2










(−EJˆ NˆP ′Nˆ sin θ + P̂ ′Jˆ cos θ). (6.1.80)







全く同様の議論を Âに対しても行う. 正準変換関数 Âを揺らぎの多脚場 Êと同一視することを






































′Iˆ P̂ ′Jˆ +
1
2
E ˆ¯CMˆ Ω̂∇ˆ¯C ˆ¯A ˆ¯BP¯
′ ˆ¯AP¯ ′
ˆ¯B. (6.1.84)
ここで共変微分で書かれたWeitzenbo¨ck接続 Ω̂∇ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C := E ˆ¯A
Mˆ∇Mˆ Ê ˆ¯BIˆÊ ˆ¯CIˆを定義した. このWeitzenbo¨ck
接続は揺らぎの多脚場 Ê ˆ¯AIˆ によって構成されるWeitzenbo¨ck接続 Ω̂ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C = Ê ˆ¯AIˆEIˆ Mˆ Ê ˆ¯BJˆ Ê ˆ¯CJˆ に
よって次のように分解して書くこともできる.



























′Iˆ P̂ ′Jˆ P¯ ′
ˆ¯A (6.1.86)
と計算される. ただしここで F̂ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C := 3Ω̂∇ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C と定義した. これに伴い, DFTcov の一般化フラッ
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クスは次のように計算できる.
〈E ˆ¯C ,L∇E ˆ¯AE ˆ¯B〉 =− {{E ˆ¯C , {{E ˆ¯A,Θ
∇
0 }, E ˆ¯B}
=− {{Ê ˆ¯CKˆEKˆ PˆP ′Pˆ , {{Ê ˆ¯AIˆEIˆ MˆP ′Mˆ ,Θ∇0 }, Ê ˆ¯BJˆEJˆ NˆP ′Nˆ}



























δEΘ∇0 }, P¯ ′ˆ¯B}






δE˜ Θ̂∇0 }, P¯ ′ˆ¯B}
=F̂ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C . (6.1.87)
6.1.5 DFTcovにおける pre-Bianchi恒等式
以上の議論に基づいて, DFTcov の pre-Bianchi恒等式を考える. §4.2.2の (4.2.6)で定義した
pre-Bianchi恒等式を議論するために, (4.2.5)に定義される関数 Bを構成する. 基本となるハミル
トニアン関数は背景場の寄与を持つ共変な形の Θ̂∇0 を用いる. 一般のフラックスを含むハミルト
ニアン関数として











′ ˆ¯AP̂ ′Iˆ P̂ ′Jˆ , (6.1.88)
を用いる. 正準変換は §5.2.2の議論と同様, 揺らぎの場を導入する epi2 δÊ を用いる. 以上の仮定の















=(2∂NˆE ˆ¯AMˆE ˆ¯BNˆ + E
ˆ¯CMˆF ˆ¯C ˆ¯A ˆ¯B + 2ΓIˆKˆJˆE
KˆMˆ Ê ˆ¯A
IˆÊ ˆ¯B
Jˆ − Ω̂∇Mˆ ˆ¯A ˆ¯B)Ξ∇Mˆ P¯ ′
ˆ¯AP¯ ′
ˆ¯B












































G ˆ¯EIˆJˆ − G ˆ¯AIˆKˆG ˆ¯BJˆKˆ






































′Iˆ P̂ ′Jˆ P̂ ′Kˆ P̂ ′Lˆ, (6.1.89)
67
§6.2 DFTWZWへの応用 第 6章 一般の多様体上のDFT
ただしここで Γ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C := ΓIˆJˆKˆÊ ˆ¯AIˆÊ ˆ¯BJˆ Ê ˆ¯CKˆ と定義した. この結果から, pre-Bianchi恒等式 B = 0
は次の式を導く.
2∂NˆE ˆ¯AMˆE ˆ¯BNˆ + E
ˆ¯CMˆF ˆ¯C ˆ¯A ˆ¯B + 2ΓIˆKˆJˆE
KˆMˆ Ê ˆ¯A
IˆÊ ˆ¯B
Jˆ − Ω̂∇Mˆ ˆ¯A ˆ¯B = 0, (6.1.90)




Jˆ = 0, (6.1.91)
1
3















Ω̂∇Mˆ ˆ¯C ˆ¯D = 0,
(6.1.92)






G ˆ¯EIˆJˆ − G ˆ¯AIˆKˆG ˆ¯BJˆKˆ
















Jˆ = 0, (6.1.93)
G
ˆ¯A











Lˆ = 0. (6.1.94)
1番目および 2番目の方程式 (6.1.90), (6.1.91)を解くことによって, フラックスF と G の局所的
な表式が得られる. 3番目と 4番目の式 (6.1.92), (6.1.93)はF と G の一般化 Bianchi恒等式であ
る. 最後の式 (6.1.94)は (6.1.91)によって自動的に満たされる. 背景場を自明にとれば, これらの
式は全て §5.2.2で議論したDFTの pre-Bianchi恒等式 (5.2.33)–(5.2.37)に帰着する.
6.2 DFTWZWへの応用
本節では以上に議論した, 一般の多様体上の pre-QP多様体に基づく DFTを DFTWZW に適用
する.
DFTの作用はトーラス上を運動する閉弦の場の理論をT双対不変な形に書くことで求められた
[17, 56]. これの類推として, WZW模型の場の理論をT双対不変な形に書いたものがDFTWZWで




まず標的空間として 2D次元の群多様体 Ĝを考える. Ĝ上の座標をXMˆ = (x˜M , xM )と書くこ













§6.2 DFTWZWへの応用 第 6章 一般の多様体上のDFT
によって表される. この時, DIˆ は次の交換関係を満たす.
[DIˆ , DJˆ ] = FIˆJˆ
KˆDKˆ . (6.2.3)
ここで FIˆJˆ Kˆ は
FIˆJˆ
Kˆ = 2Ω[IˆJˆ ]
Kˆ , (6.2.4)
と定義される. ただし, Weitzenbo¨ck接続 ΩIˆJˆ Kˆ は通常のDFTの時と同様
ΩIˆJˆKˆ = DIˆEJˆ
MˆEKˆMˆ , (6.2.5)
と定義した. ただし EKˆMˆ は多脚場 EIˆ Mˆ の逆行列である. 特に, 多脚場を Lie群 Ĝの左不変ベク
トル場にとる場合 FIˆJˆ Kˆ は Ĝの構造定数になる.
群多様体 Ĝ上のDFTを議論するために, 背景時空 Ĝが Ĝ = G˜×Gと分解する局所フレームを
考える. この分解に伴い, 局所フレームにO(D,D)構造を導入することができる. O(D,D)不変計








局所O(D,D)フレームの多脚場EIˆ Mˆ の添字 Iˆ , Jˆ , . . . はO(D,D)の添字を表す. 一方, Mˆ, Nˆ , . . .
の添字は一般に GL(2D)の添字であるため, 多脚場 EIˆ Mˆ は通常の DFTの多脚場とは異なり, 一













と書ける. 多脚場 EIˆ Mˆ が O(D,D)の元ではないため, 一般に ηMˆNˆ は定数ではないことに注意す
る. 計量 ηMˆNˆ と ηIˆJˆ の逆行列はそれぞれ ηMˆNˆ と ηIˆJˆ と書くことにし, 以降の議論では添字の上げ
下げをこれらの計量を用いて行うことにする.
Ĝが局所O(D,D)フレームで Ĝ = G˜×Gと分解することを仮定しているため, FIˆJˆ Kˆ は Lie(G˜)









と書ける. これと O(D,D)計量 (6.2.6)から, ηIˆJˆ で添字を下げた構造定数 FIJK は完全反対称で
ある.
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Ĝ上の DFTを Ĝ共変な形で書くために, アフィン接続 Γとスピン接続W を導入して, 共変微
分を次のように定義する.
∇MˆVIˆ Nˆ =∂MˆVIˆ Nˆ + ΓMˆNˆ PˆVIˆ Nˆ −WMˆIˆ JˆV NˆJˆ . (6.2.10)
ここでも接続に対して多脚場条件とO(D,D)計量条件を課す:
∇MˆEIˆ Nˆ = 0, (6.2.11)











DˆηJˆDˆ = 0. (6.2.14)
また, これに伴い座標基底の計量 ηMˆNˆ は自動的に計量条件を満たす:
∇MˆηNˆPˆ = 0. (6.2.15)
揺らぎの場
DFTWZWでは背景場法を用いて背景時空の場と力学的自由度としての揺らぎの場を分けて議論
する. すなわち, 全多脚場 E ˆ¯AMˆ は背景時空の多脚場 EIˆ Mˆ と揺らぎの多脚場 Ê ˆ¯AIˆ に分けて議論さ
れる [33]:
E ˆ¯AMˆ = Ê ˆ¯AIˆEIˆ Mˆ . (6.2.16)




多脚場を背景部分と揺らぎ部分に分けると同時に, ディラトン d˜も背景部分 dと揺らぎの場 d̂に
分けて議論する:
d˜ = d+ d̂. (6.2.17)
一般化 Lie微分と閉条件
トーラス上のDFTのゲージ変換は一般化Lie微分によって生成された. DFTWZWは背景時空が
群多様体であるため, 一般化 Lie微分に対して群作用の補正が加わる. すなわちDFTWZWのゲー




V̂ Iˆ = Λ̂JˆDJˆ V̂
Iˆ + (DIˆΛ̂Jˆ −DJˆ Λ̂Iˆ)V̂ Jˆ + FJˆKˆ IˆΛ̂Jˆ V̂ Kˆ . (6.2.18)
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ここで Λ̂ = Λ̂Iˆ(X)∂Iˆ と V̂ = V̂ Iˆ(X)∂Iˆ はいずれも局所O(D,D)フレームにおける一般化ベクトル
である. この形は, GSSコンパクト化によって誘導される一般化 Lie微分の形 (3.2.9)とも整合的
である.
一方, DFTWZW は背景時空の幾何に関して共変な形式で書かれる. そのため, 理論に現れる微
分は全て共変微分で書かれる. 従って, DFTWZWの一般化 Lie微分は次の形を要請される.
L∇
Λ̂
V̂ Iˆ = Λ̂Jˆ∇Jˆ V̂ Iˆ + (∇IˆΛ̂Jˆ −∇Jˆ Λ̂Iˆ)V̂ Jˆ . (6.2.19)
ここで局所O(D,D)フレームでの共変微分を∇Iˆ := EIˆ Mˆ∇Mˆ と定義した.














ここで局所O(D,D)フレームの添字を持つアフィン接続は ΓIˆJˆ Kˆ := ΓMˆNˆ PˆEIˆ MˆEJˆ NˆEKˆ Pˆ と定義
した.






]V̂ Iˆ3 − LL
V̂1
V̂2
V̂ Iˆ3 = 0 (6.2.22)


















3 −DLˆV̂1Jˆ V̂ Jˆ2 DLˆV̂ Iˆ3 − 2DLˆV̂ Iˆ[1DLˆV̂2]Jˆ V̂ Jˆ3
(6.2.23)
となる. これより, 一般化ベクトル V̂1, V̂2V̂3に対する閉条件と構造定数 FIˆJˆ Kˆ に対する Jacobi恒
等式




Hˆ]Lˆ = 0 (6.2.24)
が成立すれば条件 (6.2.22)が満たされることがわかる.
一般化フラックスと作用
共変微分で表された一般化 Lie微分 (6.2.19)に基づいて Ĝ共変な一般化フラックスを次のよう
に定義する.
F ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C = 〈E ˆ¯A,L∇E ˆ¯BE ˆ¯C〉 = F̂ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C + F ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C , (6.2.25)
F ˆ¯A =− e2d˜L∇E ˆ¯Ae
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ただしここで F̂ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯Cは揺らぎの多脚場を用いて定義されるWeitzenbo¨ck接続 Ω̂ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C := E ˆ¯AMˆ∂Mˆ Ê ˆ¯BKˆÊ ˆ¯CKˆ














F ˆ¯A ˆ¯C ˆ¯DF ˆ¯B
ˆ¯C ˆ¯DS
ˆ¯A ˆ¯B − 1
12






F ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯CF




と書かれる. この作用は一般化フラックス (6.2.25)と (6.2.26)の定義より明らかに Ĝ共変な形で
書かれている. また, 一般化フラックスは背景場 EIˆ Mˆ が自明である場合に通常の DFTの一般化
フラックスに戻るため, 背景時空が平坦な場合を考えれば作用 (6.2.27)も通常のDFT作用に帰着
する.
一般化フラックス (6.2.25)と (6.2.26)は一般化 Lie微分 (6.2.18)が閉条件 (6.2.22)を満たす場合,




これに当たって, 標的空間として 2D次元の群多様体 Ĝを考える. §6.1での議論に従って N多
様体M = T ∗[2](T [1]Ĝ ⊕ V [1] ⊕ V¯ [1])を定義する. M上の座標は §6.1と全く同じ表記法を用い
て表す. また, M上のシンプレクティック構造は (6.1.1)とする. DFT基底の座標は §6.2.1で導入
したO(D,D)計量を用いて (6.1.38)–(6.1.40)で定義する.
§6.2.1で議論した通り, 標的空間 Ĝの接空間 TĜの基底は ∂Mˆ とし, 局所 O(D,D)フレームの
基底は DIˆ によって表す. これに合わせて, Mと DFTWZW のベクトル空間を関係付ける写像
j′ : Ĝ⊕ TĜ⊕ TĜ⊕ TĜは次のように定義する.
j′ : (XMˆ , ∂Mˆ , ∂Mˆ , DIˆ) 7−→ (XMˆ ,ΞMˆ , P ′Mˆ , P̂ ′Iˆ) (6.2.28)
座標基底での一般化ベクトル V と局所 O(D,D)フレームでの一般化ベクトル V̂ の押し出しと引
き戻しは次のように定義される.
j′∗ : V
Mˆ (X)∂Iˆ 7−→ V Mˆ (X)P ′Mˆ , j′∗ : V̂ Iˆ(X)DIˆ 7−→ V̂ Iˆ(X)P̂ ′Iˆ , (6.2.29)
j′∗ : V Mˆ (X)P ′
Mˆ
7−→ V Mˆ (X)∂Iˆ , j′∗ : V̂ Iˆ(X)P̂ ′Iˆ 7−→ V̂ Iˆ(X)DIˆ . (6.2.30)
これに基づいて以降の議論では一般化ベクトル V Mˆ (X)∂Iˆ と V̂ Iˆ(X)DIˆ をそれぞれ pre-QP多様体
上の一般化ベクトル V Mˆ (X)P ′
Mˆ
と V̂ Iˆ(X)P̂ ′
Iˆ
に同一視し, j′∗ と j′∗ の記号は省略して書くことに
する.
背景時空について共変な記述をするためにアフィン接続 Γとスピン接続W を導入し, 共変微分
に対応する pre-QP多様体上の座標 Ξ∇
Mˆ
を (6.1.9)と同様に定義する. 接続は多脚場条件 (6.2.11)
とO(D,D)計量条件 (6.2.12)を満たすものとする. これにより
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この接続と共変微分を用いて, 共変形式のDFTのQ構造は (6.1.56)によって定義される. この
ハミルトニアン関数に伴う誘導括弧積は, 局所O(D,D)フレームの一般化ベクトル Λ̂, V̂ に対して,
(6.2.19)の共変微分で書かれた一般化 Lie微分を実現する: (6.1.57).










, Θ̂∇0 }, P̂ ′Jˆ} =(W Kˆ IˆJˆ + 2W[IˆJˆ ]Kˆ)P̂ ′Kˆ , (6.2.32)
であり1), 右辺は (6.2.3)であるから, 条件 (6.2.31)はスピン接続に対する次の条件を導く.










と指定する. ここに定められたスピン接続はDFTWZWのスピン接続 (6.2.34)に一致する. これに
伴い, 一般化ベクトルに対する誘導括弧積はDFTWZWの一般化 Lie微分 (6.2.18)を実現する:
−{{Λ̂, Θ̂∇0 }, V̂ } = ΛJˆDJˆV Iˆ + (DIˆΛJˆ −DJˆΛIˆ)V Jˆ + F Iˆ JˆKˆΛJˆV Kˆ . (6.2.35)
スピン接続 (6.2.34)は, 弱いマスター方程式 (6.1.59)の解として議論した (6.1.65)と整合的であ
ることに改めて注意する. これに伴い, pre-QP多様体上の一般化Lie微分の閉条件は局所O(D,D)
フレームの一般化ベクトルに対する閉条件 (6.1.64)と構造定数 FIˆJˆ Kˆ の Jacobi恒等式によって成
立する. このことはDFTWZWにおける一般化 Lie微分の閉条件 (6.2.24)と一致している.
DFTWZW の一般化フラックス (6.2.25)は, DFTcov の一般化フラックス (6.1.87)によって計算
される.
〈E ˆ¯C ,L∇E ˆ¯AE ˆ¯B〉 = −{E ˆ¯C , {{E ˆ¯A, Θ̂
∇
0 }, E ˆ¯B}} = F˜ ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C + F ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C . (6.2.36)



















多様体のQ構造は古典的マスター方程式を満たさない. これに伴い, 誘導括弧積の Leibniz則は一
般に破れている. 本研究では, この Leibniz則を回復する条件として弱いマスター方程式 (4.2.2)を
議論した. この弱いマスター方程式を pre-QP多様体上のDFTに適用すると, pre-QP多様体上の
一般化ベクトルが張る関数空間に対する条件として一般化 Lie微分の閉条件 (5.1.16)が得られるこ
とが確かめられた.
本研究では更に pre-QP多様体上の正準変換を議論することで, DFTの代数構造を指定する Q
構造の変形についても議論した. 特に, pre-QP多様体上の特定の正準変換が有限和の形 (5.2.11)–
(5.2.12)で書け, この変換によって一般化多脚場を O(D,D)共変な形で導入できることを発見し
た. 更に, この変換によってQ構造に一般化フラックスが誘導され, これに伴い pre-QP多様体上
のDFTの一般化フラックスが (5.2.15)によって表せることを見た.




景時空の構造が Q構造の変形項として現れることを示している. またこれらのことから, 通常の
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ることが知られていた [22]. しかしながら, pre-QP多様体では基本となるQ構造が古典的マスター
方程式を満たしていないため, Bianchi恒等式が適切な形で得られていなかった. この点を考慮し
て, 本研究では pre-QP多様体のQ構造の古典的マスター方程式に伴う補正項を加えた pre-Bainchi
恒等式 (4.2.6)を提案した. Pre-Bianchi恒等式は QP多様体上で得られる Bianchi恒等式の拡張





変形はQ構造の変形に対応していることがわかった: 表 5.1参照. 本研究ではこれらを参考に, 一
般の曲がった多様体上の DFTとして DFTcovを pre-QP多様体上で定義し, その代数構造を議論
した.
まず pre-QP多様体をGL(2D)共変な形で記述するために, アフィン接続 Γとスピン接続W を
導入し, 共変微分を実現するP多様体上の座標 (6.1.9)を定義した. このP多様体を用いてDFTを





背景時空に関して共変な形で代数構造を記述するためには, 微分に対応する座標ΞMˆ をΞ∇Mˆ に置
き換えれば良い. この考え方に基づいてDFTcovのQ構造を (6.1.50)で定義した. 実際, このQ構
造に伴う誘導括弧積 (6.1.51)は共変微分で書かれた一般化 Lie微分を実現することを確認した.




また, GL(2D)共変形式の pre-QP多様体上でも前項目と同様に正準変換が議論でき, これによっ
てDFTcov一般化フラックスが導入できること (6.1.86)を議論した. 更に, DFTcovの一般化フラッ
クスが満たすべき pre-Bianchi恒等式を背景場の寄与を含めた形で書き表した (6.1.90)–(6.1.94).
これらの pre-Bianchi恒等式は背景時空を自明に取ることで, 前項目で得られた通常の DFTの
pre-Bianchi恒等式に帰着することも確かめられた.
最後に, DFTcov の適用例として DFTWZW を議論した. DFTWZW は [31, 32, 33]などで議論
されている DFTの拡張で, 一般の群多様体上の DFTと捉えることができる. 本研究では, 弱い
マスター方程式 (6.1.61)–(6.1.63)の解として (6.2.34)と取ることができ, その場合, 誘導括弧積が
DFTWZW の一般化 Lie微分を再現することを確かめた: (6.2.35). また, DFTcov の一般化フラッ
クス (6.2.36)がDFTWZWの一般化フラックスを再現することも確認できた.
75





議論した通り, DFTのGSS変形は pre-QP多様体上で正準変換として捉えられる. 多脚場 Ê ˆ¯AIˆ(X)
とゲージパラメータ Λ̂Iˆ(X)の GSSアンザッツ (5.2.45)–(5.2.46)は正準変換関数 (5.2.42)の内の
A = pi2U(Y)とした正準変換から得られた. この変換に伴い DFTのハミルトニアン関数 Θ0 は




る. その場合, GSS変形行列 UIˆ Mˆ (Y)は背景時空の多脚場EIˆ Mˆ に対応し, 多脚場のGSSアンザッ




て導入されるとも言える. すなわち, GSS変形された多脚場はGL(2D)共変形式の pre-QP多様体
上で

















ここに, fIˆJˆKˆ は (5.2.49)で導入されたGSS変形に伴う一般化フラックスであり, 一般化された捻
れたトーラスの構造定数である. このスピン接続はDFTWZWのスピン接続 (6.2.34)とも整合的で










































′NˆQ′Pˆ P̂ ′Iˆ − 1
3!
FIˆJˆKˆQ̂
′IˆQ̂′Jˆ P̂ ′Kˆ . (7.2.4)
これは, Θ̂GSSが背景時空に対して共変な形式ではないためである. しかしながら上記の差分は全
て, GSS変形されたDFTの一般化 Lie微分や一般化フラックスに影響しない項であるため, 理論
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の一般化 Lie微分や一般化フラックスは完全に一致する. 以上の考察は [33]で議論されているGSS
コンパクト化の議論とも整合的である.
Poisson-Lie双対性との関係
Poisson-Lie双対性 [91, 92, 93]はT双対性の拡張として考えられている双対性である. Poisson-
Lie双対性の特殊な場合は非アーベル型T双対性に帰着する [91, 93, 94]. このため, Poisson-Lie双
対性が明らかなDFTを考えれば, 非アーベル型 T双対性も自動的に含まれると考えられる.
Poisson-Lie双対性を考えるためにはDrinfel’d doubleと呼ばれる代数構造を導入する必要があ
る. Drinfel’d double DはO(D,D)構造を持つ 2D次元の Lie群である. すなわち Lie(D) = g˜⊕ g
の分解が存在し, g˜ ⊕ gの生成子 {TIˆ} = {T˜ I , TI}(I = 1, . . . D = dim(g))に対して O(D,D)不変
内積
〈TIˆ |TJˆ〉 = ηIˆJˆ (7.2.5)
が定義される代数である. また, 部分代数 g˜と gは一般に次の交換関係を持つ.
[TI , TJ ] = fIJ
KTK ,
[TI , T˜
J ] = f˜JKITI + fIK
J T˜K , (7.2.6)
[T˜ I , T˜ J ] = f˜ IJK T˜
K .
ここで fIJK と f˜ IJK は構造定数である. この Lie括弧積の Jacobi恒等式は構造定数に対して次の
条件を要請する.
fIJ
H f˜KLH = fH(I
K f˜L)HJ). (7.2.7)
Poisson-Lie双対な 2つのシグマ模型は, Drinfel’d double D上の 2重シグマ模型から得られる.















〈l−1dl, [l−1dl, l−1dl]〉 (7.2.8)
を考える. ここで Hˆは一般化計量である. Drinfel’d doubleの分解 Lie(D) = g˜⊕ gを与え, それに
















で定義される計量で, ここに現れたΠ(g)はDrinfel’d double上の Poisson構造である. 一方で, 作
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が得られる. ただし E¯−1(g) = G0+B0+Π¯である. Poisson-Lie双対性とは, 2重シグマ模型 (7.2.8)
から得られる 2つのシグマ模型 (7.2.9)と (7.2.11)が等価であるという性質である. この双対性は
T双対性の拡張であり, 実際E0(g) = G0 +B0と E¯−10 (g) = G0 +B0の関係はR↔ 1/Rの関係に
対応している.
本研究の適用例である DFTWZW の先行研究 [36] では, Drinfel’d double を標的空間とする
DFTWZW を考えると, Poisson-Lie双対性が明らかな形で含まれる DFTを実現できることが示
唆されている. このことは, 本研究で導入した共変形式の pre-QP多様体上の DFTの特別な場
合として Poisson-Lie双対性を明らかな形で含む DFTを構成できることを示唆している. 実際,











によって記述することができることがわかる. 特に, この場合の Q構造 (7.2.12)に対する古典的
マスター方程式 {ΘD,ΘD} = 0はDrinfel’d doubleの整合条件 (7.2.7)を導く. すなわち, DFTcov,
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M,N 標的空間 1, . . . , D
m, n 内部空間 1, . . . , d
µ, ν 外部空間 d+ 1, . . . , D
A¯ 標的空間の局所平坦フレーム 1, . . . , D
a¯ 内部空間の局所平坦フレーム 1, . . . , d
α¯ 外部空間の局所平坦フレーム d+ 1, . . . , D
α, β 弦の世界面 0, 1
i 中間座標 1, . . . , D
Mˆ, Nˆ , Pˆ , Qˆ 二重化された標的空間 1, . . . , 2D
mˆ, nˆ 二重化された内部空間 1, . . . , 2d
µˆ 二重化された外部空間 2d+ 1, . . . , 2D
ˆ¯A 二重化された標的空間の局所平坦フレーム 1, . . . , 2D
ˆ¯a 二重化された内部空間の局所平坦フレーム 1, . . . , 2d
ˆ¯α 二重化された外部空間の局所平坦フレーム 2d+ 1, . . . , 2D
Iˆ, Jˆ , Kˆ, Lˆ, Hˆ 二重化された中間座標 1, . . . , D
表 A.1: 添字の表記法
また, §5と §6で定義した pre-QP多様体上の DFTのフレームに関する記法を表 A.2にまとめ
た. 本論文では, pre-QP多様体上のGSS変形されたDFTとGL(2D)共変形式の pre-QP多様体
上のDFTの構造が同じため, それぞれのフレームについて共通の添字を用いて表した. 同時に, 各
フレーム間を関係付ける正準変換も合わせて記した.
Pre-QP多様体上の一般座標フレーム, 中間フレーム, 局所平坦フレームの一般化ベクトルはそ
れぞれ V MˆP ′
Mˆ
, V̂ Mˆ P̂ ′
Mˆ
, V¯
ˆ¯AP¯ ′ˆ¯Aで表した. GSS変形されたDFTでは, 一般化ベクトルは外部空間

















Iˆ , Jˆ , Kˆ, Lˆ, Hˆ
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Mˆ, Nˆ , . . .
<latexit sha1_base64="4qHrbWOqLO47GiL7 9LpDpRcVO58=">AAAIVnicvZXNThNRFMcPIHasIkUTY+KmsZS4MOTWmGhcQUsIGxs+LBQoaebjFi bMV2ZuK3XsC7g2ceFKklkYfAs3voCJPIJxiYkbYzxzOwEqtRw23Mn0njlz/r97zpmZXs2zzEAwd jg0PHJl9GpKuZa+fmPs5nhm4tZq4DZ9nVd013L9qqYG3DIdXhGmsHjV87lqaxZf03ZL8f21FvcD0 3VeiLbHt2x12zEbpq4KdNUzd2o7qgifdx7KuYyz4YogW8/k2DSTI3vWKCRGDpKx6E6MvIUaGOCCD k2wgYMDAm0LVAjw2IQCMPDQtwUh+ny0THmfQwfSqG1iFMcIFb27+LuNV5uJ18HrmBlItY6rWHj6 qMxCnn1lH9kR+8IO2Hf2+7+sUDLiXNo4a10t9+rjb+6u/DpXZeMsYOdENTBnAQ14KnM1MXdPeuIq 9K6+9erd0cqz5Xw4xfbZD8z/Aztkn7ECp/VTj5b48ntJd1DzUlZry/Ud7G8NM2+hX5cdjVeoyWp c2JO2JntjHOebhUnIYeQkrhz3OQ1RX26ESl0yolO8qC9v75g2iNUmsdok1iyJNUtiFUmsIolVIrF KJNYciTVHYlXxvaPQIhlJIa6TeOsklkFiGSRWmcQqk1gbJNYG8VuaJ9HmSZktkFgLpzLLX9p3Xi Wxqj1dM5DWkJHahd+GQX2P9xRL0gWSwh5PiHbnnHpOooM++uACeqeP3unqcW8t/LuTnjVWH00X0F 56nJspJrusAvfgPjzAf/MnMINPexEqmMFr2IcD+JT6lvqjjCqpbujwUKK5DT1DyfwFEr7FVg==</ latexit><latexit sha1_base64="4qHrbWOqLO47GiL7 9LpDpRcVO58=">AAAIVnicvZXNThNRFMcPIHasIkUTY+KmsZS4MOTWmGhcQUsIGxs+LBQoaebjFi bMV2ZuK3XsC7g2ceFKklkYfAs3voCJPIJxiYkbYzxzOwEqtRw23Mn0njlz/r97zpmZXs2zzEAwd jg0PHJl9GpKuZa+fmPs5nhm4tZq4DZ9nVd013L9qqYG3DIdXhGmsHjV87lqaxZf03ZL8f21FvcD0 3VeiLbHt2x12zEbpq4KdNUzd2o7qgifdx7KuYyz4YogW8/k2DSTI3vWKCRGDpKx6E6MvIUaGOCCD k2wgYMDAm0LVAjw2IQCMPDQtwUh+ny0THmfQwfSqG1iFMcIFb27+LuNV5uJ18HrmBlItY6rWHj6 qMxCnn1lH9kR+8IO2Hf2+7+sUDLiXNo4a10t9+rjb+6u/DpXZeMsYOdENTBnAQ14KnM1MXdPeuIq 9K6+9erd0cqz5Xw4xfbZD8z/Aztkn7ECp/VTj5b48ntJd1DzUlZry/Ud7G8NM2+hX5cdjVeoyWp c2JO2JntjHOebhUnIYeQkrhz3OQ1RX26ESl0yolO8qC9v75g2iNUmsdok1iyJNUtiFUmsIolVIrF KJNYciTVHYlXxvaPQIhlJIa6TeOsklkFiGSRWmcQqk1gbJNYG8VuaJ9HmSZktkFgLpzLLX9p3Xi Wxqj1dM5DWkJHahd+GQX2P9xRL0gWSwh5PiHbnnHpOooM++uACeqeP3unqcW8t/LuTnjVWH00X0F 56nJspJrusAvfgPjzAf/MnMINPexEqmMFr2IcD+JT6lvqjjCqpbujwUKK5DT1DyfwFEr7FVg==</ latexit><latexit sha1_base64="4qHrbWOqLO47GiL7 9LpDpRcVO58=">AAAIVnicvZXNThNRFMcPIHasIkUTY+KmsZS4MOTWmGhcQUsIGxs+LBQoaebjFi bMV2ZuK3XsC7g2ceFKklkYfAs3voCJPIJxiYkbYzxzOwEqtRw23Mn0njlz/r97zpmZXs2zzEAwd jg0PHJl9GpKuZa+fmPs5nhm4tZq4DZ9nVd013L9qqYG3DIdXhGmsHjV87lqaxZf03ZL8f21FvcD0 3VeiLbHt2x12zEbpq4KdNUzd2o7qgifdx7KuYyz4YogW8/k2DSTI3vWKCRGDpKx6E6MvIUaGOCCD k2wgYMDAm0LVAjw2IQCMPDQtwUh+ny0THmfQwfSqG1iFMcIFb27+LuNV5uJ18HrmBlItY6rWHj6 qMxCnn1lH9kR+8IO2Hf2+7+sUDLiXNo4a10t9+rjb+6u/DpXZeMsYOdENTBnAQ14KnM1MXdPeuIq 9K6+9erd0cqz5Xw4xfbZD8z/Aztkn7ECp/VTj5b48ntJd1DzUlZry/Ud7G8NM2+hX5cdjVeoyWp c2JO2JntjHOebhUnIYeQkrhz3OQ1RX26ESl0yolO8qC9v75g2iNUmsdok1iyJNUtiFUmsIolVIrF KJNYciTVHYlXxvaPQIhlJIa6TeOsklkFiGSRWmcQqk1gbJNYG8VuaJ9HmSZktkFgLpzLLX9p3Xi Wxqj1dM5DWkJHahd+GQX2P9xRL0gWSwh5PiHbnnHpOooM++uACeqeP3unqcW8t/LuTnjVWH00X0F 56nJspJrusAvfgPjzAf/MnMINPexEqmMFr2IcD+JT6lvqjjCqpbujwUKK5DT1DyfwFEr7FVg==</ latexit><latexit sha1_base64="WLjSmi8+fGgPOH+J Pq39aYiUDas=">AAAIVnicvZVLTxNRFMcPIHasDwomxsRNY6lxYcgtGw0raAlhY8PDwgAlzTxuYc K8MnNbqWO/gGsTF64kmYXBb+HGL2AiH8G4xMSNMZ65bYBKLYcNdzK9Z86c/++ec2amV/dtKxSMH Q0Nj1wbvZ5SbqRv3rp9ZywzPrEWeo3A4BXDs71A1bWQ25bLK8ISNlf9gGuObvN1fa+U3F9v8iC0P PeFaPl829F2XKtuGZpAVy1zr7qrieh5+4mcyzibngiztUyOTTE5sueNQtfIQXcseeMjb6EKJnhgQ AMc4OCCQNsGDUI8tqAADHz0bUOEvgAtS97n0IY0ahsYxTFCQ+8e/u7g1VbX6+J1wgyl2sBVbDwD VGYhz76yj+yYfWGH7Dv7/V9WJBlJLi2c9Y6W+7WxN/dXf12ocnAWsHuqGpizgDo8k7lamLsvPUkV RkfffPXueHVmJR89YgfsB+b/gR2xz1iB2/xpxMt85b2ku6h5Kat15Pou9reKmTfRb8iOJitUZTU e7Etbl70xT/LNwiTkMHISV076nIa4LzdGpSEZ8Rle3Je3f0IbxGqRWC0Sa47EmiOxiiRWkcQqkVg lEmuexJonsVR87yi0WEZSiBsk3gaJZZJYJolVJrHKJNYmibVJ/JYWSLQFUmaLJNbimczyV/adqy SW2tM1E2l1Galf+m0Y1PdkT7ElXSAp6vFEaLcvqOc0OuyjDy+hd/vo3Y4e99bCvzvpeWNteqqA9v J0brbY3WUVeAAP4TH+mz+FWXzaS1DBDF7DARzCp9S31B9lVEl1QoeHupq70DOUzF8SHsVU</late xit>
V Mˆ (X)P 0
Mˆ<latexit sha1_base64="fNbK3kNdjmRdIm8a1i nsSRdk39g=">AAAIWnicvZW/b9NQEMevKVA3BZoCA4IlIg2UpXpBlYqY2qSqulClLUndNiXyj5fWqmN bthMarEjMzEgMTCAZCTHA/8DCP8BQiX8AMRaJhYHzi5U2NE2vC89yfO9838+7O9t5qmMans/YwVBi+M LFSyPSaHLs8pWr46mJa2XPbrgaL2m2abuyqnjcNCxe8g3f5LLjcqWumnxd3StE99eb3PUM23ritxy+X Vd2LKNmaIqPrmrqVvlpUNlV/OBxuz0l3y/eq3an1VSGTTMx0ieNXGxkIB5Fe2L4FVRABxs0aEAdOFjg o22CAh4eW5ADBg76tiFAn4uWIe5zaEMStQ2M4hihoHcPf3dwthV7LZxHTE+oNVzFxNNFZRqy7Bv7wA7 ZV/aR/WB/TmUFghHl0sKr2tFypzr+8uba7zNVdbz6sHukGpizDzV4KHI1MHdHeKIqtI6++fz14dqj1W xwl71jPzH/t+yAfcEKrOYvLVzhq28E3ULNM1FtXaxvYX8rmHkT/ZroaLRCRVRjw76wVdEbvZtvGiYhg 5GTuHLU5ySEfbkhKjXBCI/xwr68/S5tEKtFYrVIrHkSa57EypNYeRKrQGIVSKwFEmuBxJLxvaPQQhFJI W6QeBsklk5i6STWMom1TGJtklibxG9pkURbJGW2RGItHcss+9++c5nEknu6piOtJiLVc78Ng/oe7Smm oPtICno8AdrtM+o5ivb66L1z6K0+equjx7019+9OetIoP5jOob0yk5nLx7usBLfhDkzhv/kszOHTLkI JM3gB7+ETfB75LiWkUWmsE5oYijXXoWdIN/4CItzGEw==</latexit><latexit sha1_base64="fNbK3kNdjmRdIm8a1i nsSRdk39g=">AAAIWnicvZW/b9NQEMevKVA3BZoCA4IlIg2UpXpBlYqY2qSqulClLUndNiXyj5fWqmN bthMarEjMzEgMTCAZCTHA/8DCP8BQiX8AMRaJhYHzi5U2NE2vC89yfO9838+7O9t5qmMans/YwVBi+M LFSyPSaHLs8pWr46mJa2XPbrgaL2m2abuyqnjcNCxe8g3f5LLjcqWumnxd3StE99eb3PUM23ritxy+X Vd2LKNmaIqPrmrqVvlpUNlV/OBxuz0l3y/eq3an1VSGTTMx0ieNXGxkIB5Fe2L4FVRABxs0aEAdOFjg o22CAh4eW5ADBg76tiFAn4uWIe5zaEMStQ2M4hihoHcPf3dwthV7LZxHTE+oNVzFxNNFZRqy7Bv7wA7 ZV/aR/WB/TmUFghHl0sKr2tFypzr+8uba7zNVdbz6sHukGpizDzV4KHI1MHdHeKIqtI6++fz14dqj1W xwl71jPzH/t+yAfcEKrOYvLVzhq28E3ULNM1FtXaxvYX8rmHkT/ZroaLRCRVRjw76wVdEbvZtvGiYhg 5GTuHLU5ySEfbkhKjXBCI/xwr68/S5tEKtFYrVIrHkSa57EypNYeRKrQGIVSKwFEmuBxJLxvaPQQhFJI W6QeBsklk5i6STWMom1TGJtklibxG9pkURbJGW2RGItHcss+9++c5nEknu6piOtJiLVc78Ng/oe7Smm oPtICno8AdrtM+o5ivb66L1z6K0+equjx7019+9OetIoP5jOob0yk5nLx7usBLfhDkzhv/kszOHTLkI JM3gB7+ETfB75LiWkUWmsE5oYijXXoWdIN/4CItzGEw==</latexit><latexit sha1_base64="fNbK3kNdjmRdIm8a1i nsSRdk39g=">AAAIWnicvZW/b9NQEMevKVA3BZoCA4IlIg2UpXpBlYqY2qSqulClLUndNiXyj5fWqmN bthMarEjMzEgMTCAZCTHA/8DCP8BQiX8AMRaJhYHzi5U2NE2vC89yfO9838+7O9t5qmMans/YwVBi+M LFSyPSaHLs8pWr46mJa2XPbrgaL2m2abuyqnjcNCxe8g3f5LLjcqWumnxd3StE99eb3PUM23ritxy+X Vd2LKNmaIqPrmrqVvlpUNlV/OBxuz0l3y/eq3an1VSGTTMx0ieNXGxkIB5Fe2L4FVRABxs0aEAdOFjg o22CAh4eW5ADBg76tiFAn4uWIe5zaEMStQ2M4hihoHcPf3dwthV7LZxHTE+oNVzFxNNFZRqy7Bv7wA7 ZV/aR/WB/TmUFghHl0sKr2tFypzr+8uba7zNVdbz6sHukGpizDzV4KHI1MHdHeKIqtI6++fz14dqj1W xwl71jPzH/t+yAfcEKrOYvLVzhq28E3ULNM1FtXaxvYX8rmHkT/ZroaLRCRVRjw76wVdEbvZtvGiYhg 5GTuHLU5ySEfbkhKjXBCI/xwr68/S5tEKtFYrVIrHkSa57EypNYeRKrQGIVSKwFEmuBxJLxvaPQQhFJI W6QeBsklk5i6STWMom1TGJtklibxG9pkURbJGW2RGItHcss+9++c5nEknu6piOtJiLVc78Ng/oe7Smm oPtICno8AdrtM+o5ivb66L1z6K0+equjx7019+9OetIoP5jOob0yk5nLx7usBLfhDkzhv/kszOHTLkI JM3gB7+ETfB75LiWkUWmsE5oYijXXoWdIN/4CItzGEw==</latexit><latexit sha1_base64="W+EJdCPmrIY+Hf57cc TxF+2bNi8=">AAAIWnicvZXPTxNREMeHorIUlYIejF4aSxUv5JWLxBO0hHCRFLBlgWKzP15hw/7K7rZ SN008ezbx4EmTNTEe9H/w4j/ggcR/wHjExIsHZ1+bQqWU4eLbbHfe7Hw/b2Z2t091TcMPGDscSgxfun xlRBpNjl29dn08NTFZ9p26p/GS5piOJ6uKz03D5qXACEwuux5XLNXkG+p+Ib6/0eCebzj2k6Dp8h1L2 bWNmqEpAbqqqdvlp2FlTwnCx63WtPygeL/anVZTGTbDxEifNnIdIwOdUXQmhl9BBXRwQIM6WMDBhgBt ExTw8diGHDBw0bcDIfo8tAxxn0MLkqitYxTHCAW9+/i7i7PtjtfGecz0hVrDVUw8PVSmIcu+sQ/siH1 lH9kP9udMVigYcS5NvKptLXer4y9vrf8+V2XhNYC9Y9XAnAOowZzI1cDcXeGJq9Da+sbz10frj9ay4T 32jv3E/N+yQ/YFK7Abv7Rola+9EXQbNc9EtZZY38b+VjDzBvo10dF4hYqoxoEDYauiN3o33zRMQQYjp 3DluM9JiPpyI1RqghGd4EV9eQdd2iBWk8RqklgLJNYCiZUnsfIkVoHEKpBYiyTWIokl43tHoUUikkLcJ PE2SSydxNJJrBUSa4XE2iKxtojf0hKJtkTKbJnEWj6RWfa/fecyiSX3dE1HWk1Eqhd+Gwb1Pd5TTEEP kBT2eEK0W+fUcxzt99H7F9DbffR2W497a+7fnfS0UZ6dyaG9OpuZz3d2WQnuwF2Yxn/zhzCPT7sIJcz gBbyHT/B55LuUkEalsXZoYqijuQE9Q7r5FyI8xhE=</latexit>
V Mˆ (X)P 0
Mˆ<latexit sha1_base64="fNbK3kNdjmRdIm8a1i nsSRdk39g=">AAAIWnicvZW/b9NQEMevKVA3BZoCA4IlIg2UpXpBlYqY2qSqulClLUndNiXyj5fWqmN bthMarEjMzEgMTCAZCTHA/8DCP8BQiX8AMRaJhYHzi5U2NE2vC89yfO9838+7O9t5qmMans/YwVBi+M LFSyPSaHLs8pWr46mJa2XPbrgaL2m2abuyqnjcNCxe8g3f5LLjcqWumnxd3StE99eb3PUM23ritxy+X Vd2LKNmaIqPrmrqVvlpUNlV/OBxuz0l3y/eq3an1VSGTTMx0ieNXGxkIB5Fe2L4FVRABxs0aEAdOFjg o22CAh4eW5ADBg76tiFAn4uWIe5zaEMStQ2M4hihoHcPf3dwthV7LZxHTE+oNVzFxNNFZRqy7Bv7wA7 ZV/aR/WB/TmUFghHl0sKr2tFypzr+8uba7zNVdbz6sHukGpizDzV4KHI1MHdHeKIqtI6++fz14dqj1W xwl71jPzH/t+yAfcEKrOYvLVzhq28E3ULNM1FtXaxvYX8rmHkT/ZroaLRCRVRjw76wVdEbvZtvGiYhg 5GTuHLU5ySEfbkhKjXBCI/xwr68/S5tEKtFYrVIrHkSa57EypNYeRKrQGIVSKwFEmuBxJLxvaPQQhFJI W6QeBsklk5i6STWMom1TGJtklibxG9pkURbJGW2RGItHcss+9++c5nEknu6piOtJiLVc78Ng/oe7Smm oPtICno8AdrtM+o5ivb66L1z6K0+equjx7019+9OetIoP5jOob0yk5nLx7usBLfhDkzhv/kszOHTLkI JM3gB7+ETfB75LiWkUWmsE5oYijXXoWdIN/4CItzGEw==</latexit><latexit sha1_base64="fNbK3kNdjmRdIm8a1i nsSRdk39g=">AAAIWnicvZW/b9NQEMevKVA3BZoCA4IlIg2UpXpBlYqY2qSqulClLUndNiXyj5fWqmN bthMarEjMzEgMTCAZCTHA/8DCP8BQiX8AMRaJhYHzi5U2NE2vC89yfO9838+7O9t5qmMans/YwVBi+M LFSyPSaHLs8pWr46mJa2XPbrgaL2m2abuyqnjcNCxe8g3f5LLjcqWumnxd3StE99eb3PUM23ritxy+X Vd2LKNmaIqPrmrqVvlpUNlV/OBxuz0l3y/eq3an1VSGTTMx0ieNXGxkIB5Fe2L4FVRABxs0aEAdOFjg o22CAh4eW5ADBg76tiFAn4uWIe5zaEMStQ2M4hihoHcPf3dwthV7LZxHTE+oNVzFxNNFZRqy7Bv7wA7 ZV/aR/WB/TmUFghHl0sKr2tFypzr+8uba7zNVdbz6sHukGpizDzV4KHI1MHdHeKIqtI6++fz14dqj1W xwl71jPzH/t+yAfcEKrOYvLVzhq28E3ULNM1FtXaxvYX8rmHkT/ZroaLRCRVRjw76wVdEbvZtvGiYhg 5GTuHLU5ySEfbkhKjXBCI/xwr68/S5tEKtFYrVIrHkSa57EypNYeRKrQGIVSKwFEmuBxJLxvaPQQhFJI W6QeBsklk5i6STWMom1TGJtklibxG9pkURbJGW2RGItHcss+9++c5nEknu6piOtJiLVc78Ng/oe7Smm oPtICno8AdrtM+o5ivb66L1z6K0+equjx7019+9OetIoP5jOob0yk5nLx7usBLfhDkzhv/kszOHTLkI JM3gB7+ETfB75LiWkUWmsE5oYijXXoWdIN/4CItzGEw==</latexit><latexit sha1_base64="fNbK3kNdjmRdIm8a1i nsSRdk39g=">AAAIWnicvZW/b9NQEMevKVA3BZoCA4IlIg2UpXpBlYqY2qSqulClLUndNiXyj5fWqmN bthMarEjMzEgMTCAZCTHA/8DCP8BQiX8AMRaJhYHzi5U2NE2vC89yfO9838+7O9t5qmMans/YwVBi+M LFSyPSaHLs8pWr46mJa2XPbrgaL2m2abuyqnjcNCxe8g3f5LLjcqWumnxd3StE99eb3PUM23ritxy+X Vd2LKNmaIqPrmrqVvlpUNlV/OBxuz0l3y/eq3an1VSGTTMx0ieNXGxkIB5Fe2L4FVRABxs0aEAdOFjg o22CAh4eW5ADBg76tiFAn4uWIe5zaEMStQ2M4hihoHcPf3dwthV7LZxHTE+oNVzFxNNFZRqy7Bv7wA7 ZV/aR/WB/TmUFghHl0sKr2tFypzr+8uba7zNVdbz6sHukGpizDzV4KHI1MHdHeKIqtI6++fz14dqj1W xwl71jPzH/t+yAfcEKrOYvLVzhq28E3ULNM1FtXaxvYX8rmHkT/ZroaLRCRVRjw76wVdEbvZtvGiYhg 5GTuHLU5ySEfbkhKjXBCI/xwr68/S5tEKtFYrVIrHkSa57EypNYeRKrQGIVSKwFEmuBxJLxvaPQQhFJI W6QeBsklk5i6STWMom1TGJtklibxG9pkURbJGW2RGItHcss+9++c5nEknu6piOtJiLVc78Ng/oe7Smm oPtICno8AdrtM+o5ivb66L1z6K0+equjx7019+9OetIoP5jOob0yk5nLx7usBLfhDkzhv/kszOHTLkI JM3gB7+ETfB75LiWkUWmsE5oYijXXoWdIN/4CItzGEw==</latexit><latexit sha1_base64="W+EJdCPmrIY+Hf57cc TxF+2bNi8=">AAAIWnicvZXPTxNREMeHorIUlYIejF4aSxUv5JWLxBO0hHCRFLBlgWKzP15hw/7K7rZ SN008ezbx4EmTNTEe9H/w4j/ggcR/wHjExIsHZ1+bQqWU4eLbbHfe7Hw/b2Z2t091TcMPGDscSgxfun xlRBpNjl29dn08NTFZ9p26p/GS5piOJ6uKz03D5qXACEwuux5XLNXkG+p+Ib6/0eCebzj2k6Dp8h1L2 bWNmqEpAbqqqdvlp2FlTwnCx63WtPygeL/anVZTGTbDxEifNnIdIwOdUXQmhl9BBXRwQIM6WMDBhgBt ExTw8diGHDBw0bcDIfo8tAxxn0MLkqitYxTHCAW9+/i7i7PtjtfGecz0hVrDVUw8PVSmIcu+sQ/siH1 lH9kP9udMVigYcS5NvKptLXer4y9vrf8+V2XhNYC9Y9XAnAOowZzI1cDcXeGJq9Da+sbz10frj9ay4T 32jv3E/N+yQ/YFK7Abv7Rola+9EXQbNc9EtZZY38b+VjDzBvo10dF4hYqoxoEDYauiN3o33zRMQQYjp 3DluM9JiPpyI1RqghGd4EV9eQdd2iBWk8RqklgLJNYCiZUnsfIkVoHEKpBYiyTWIokl43tHoUUikkLcJ PE2SSydxNJJrBUSa4XE2iKxtojf0hKJtkTKbJnEWj6RWfa/fecyiSX3dE1HWk1Eqhd+Gwb1Pd5TTEEP kBT2eEK0W+fUcxzt99H7F9DbffR2W497a+7fnfS0UZ6dyaG9OpuZz3d2WQnuwF2Yxn/zhzCPT7sIJcz gBbyHT/B55LuUkEalsXZoYqijuQE9Q7r5FyI8xhE=</latexit>
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表 A.2: フレームの表記と関係
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付 録B 正準変換関数A = θEによるΘ0の変形と
pre-Bianchi恒等式
§5.2.1では pre-QP多様体上の正準変換を議論し, (5.2.3)に定義したそれぞれの正準変換関数に
ついて, それに伴うハミルトニアン関数Θ0の変形を議論した. 特に, 正準変換関数Aを (5.2.7)と
定義することによって, 多脚場 E ˆ¯AMˆ が導入できることを見た. §5.2.1では一般座標フレームと局
所平坦フレームを関係付ける正準変換として, θ = pi2 の場合に注目して議論を進めた. ここでは考
えうる拡張として, 任意の θに対するΘ0の変形と, それに伴う pre-Bianchi恒等式を示す.
正準変換関数として




を考える. ここで行列 E ˆ¯AMˆ はDFTの多脚場と同一視するためにO(D,D)の元とする. この正準






















− ηMˆSˆ∂MˆE Tˆˆ¯A η



















ˆ¯A ˆ¯DE ˆ¯CTˆ + ηMˆNˆ∂MˆE ˆ¯ATˆ η
























































′MˆP ′NˆP ′Pˆ (B.3)
を用いる. ここに導入した係数 ρ¯, ρ,F ,Φ,∆,Ψは全て任意のX の関数である. これにより, 関数
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付録 B: 正準変換関数A = θE によるΘ0の変形と pre-Bianchi恒等式
B(ΘF ,Θ0, eθδE )は次のように計算される.




MˆρPˆ Nˆ − ηMˆNˆ )ΞMˆΞNˆ
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sin2 θ cos2 θ
)
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3
2
F ˆ¯D ˆ¯A ˆ¯B∆ ˆ¯D ˆ¯CMˆ





∂NˆF ˆ¯A ˆ¯B ˆ¯C − ΩNˆ Mˆ ˆ¯CΩNˆ ˆ¯A ˆ¯B sin3 θ cos θ
)
















NˆPˆ − ρMˆ Qˆ∂QˆΦ ˆ¯ANˆPˆ +ΩRˆMˆNˆΩRˆPˆ ˆ¯A sin3 θ cos θ
)
























P ′MˆP ′NˆP ′PˆP ′Qˆ.
(B.4)
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付 録C epi2δE , eδt, eδt¯によって生成される一般の正
準変換
ここでは §5.2で記した正準変換 epi2 δE , eδt , eδt¯についての関係式 (5.2.23)–(5.2.25)の証明を補足す
る. 証明は全て, 座標XMˆ , Q′Mˆ , P ′
Mˆ
, Q¯′
ˆ¯A, P¯ ′ˆ¯A,ΞMˆ に正準変換を作用させて, その変換則を両辺で比
較することで示す. ここで現れる正準変換関数E , t, t¯は (5.2.3)で定義される通り,座標XMˆ , P ′
Mˆ
, P¯ ′ˆ¯A
のみの関数である. このことから, 特にXMˆ , Q′Mˆ , Q¯′ ˆ¯Aは正準変換 epi2 δE , eδt , eδt¯ で不変である. こ
のことを踏まえて, 以下では P ′
Mˆ
, P¯ ′ˆ¯A,ΞMˆ の変換則のみに着目して証明を行う.
まず (5.2.23)を証明する. 正準変換関数 tはXMˆ と P ′
Mˆ
のみによる関数である. このため正準変
換 eδt で P¯ ′ˆ¯Aは不変である. 正準変換 e
















































ここで変換則として (5.2.16), (5.2.17)を用いた. また
TT ′ = T ′′ (C.3)
とおいた. 以上のことから, 全ての座標に関して eδteδt′ = eδt′′ が示された. また, eδt¯eδt¯′ = eδt¯′′ に
ついても同様にして示すことができる.
次に (5.2.24)を証明する. ここで正準変換関数 tはXMˆ と P ′
Mˆ
のみの関数であり, 一方 t¯はXMˆ
と P¯ ′ˆ¯Aのみの関数である. このことから, これらの Poisson括弧積は零であり, 正準変換 e
δt と eδt¯
は交換する. 従って, (5.2.24)の最初の等式 eδteδt¯ = eδt¯eδt は成立する.
式 (5.2.24)の 2番目の等式は, (5.2.23)を示した際と同様, 各座標への変換性を見ることで確か
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付録 C: epi2 δE , eδt , eδt¯ によって生成される一般の正準変換
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ただしここで T と T¯ はそれぞれ次のように定めた.
TMˆ
Nˆ =− E ˆ¯AMˆE ′ˆ¯A
Nˆ , (C.7)
T¯ ˆ¯A




最後に (5.2.25)を示す. 正準変換 epi2 δEeδt の P ′
Mˆ
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ˆ¯B
Mˆ T¯ ˆ¯B
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= eδt¯(−E ˆ¯AMˆP ′Mˆ ) = eδt¯e
pi
2






















































ˆ¯B = −E ˆ¯AMˆTMˆ NˆE
ˆ¯B
Nˆ . (C.12)
と定義した. 以上から epi2 δEeδt = eδt¯epi2 δE が示された. また, epi2 δEeδt¯ = eδtepi2 δE も同様にして示すこ
とができる.
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付 録D Θ̂∇0 の古典的マスター方程式とL∇の閉
条件
§6.1.3では DFTcovのQ構造を決定し, ゲージ代数について議論した. DFTcovの一般化 Lie微
分は誘導括弧積として (6.1.51)で定めた. この一般化 Lie微分の閉条件は Θ̂∇0 に対する弱いマス
ター方程式 (6.1.59)で記述される. ここでは (6.1.59)の計算の補足として, {Θ̂∇0 , Θ̂∇0 }の計算結果
を示しておく.
{Θ̂∇0 , Θ̂∇0 } =ηMˆNˆΞMˆΞNˆ
+
(




+ ΓMˆ QˆPˆΞMˆ (Q


























































































′Iˆ P¯ ′Jˆ P¯ ′Kˆ P¯ ′Lˆ (D.2)
ただし, RIˆJˆKˆLˆは









′Iˆ P̂ ′Jˆ P̂ ′Kˆ P̂ ′Lˆ =
[
RIˆJˆKˆLˆ − T[HˆIˆJˆ ](ΓHˆ IˆJˆ +ΩHˆ KˆLˆ)− T[HˆKˆLˆ](ΓHˆ KˆLˆ +ΩHˆ IˆJˆ)
]
P̂ ′Iˆ P̂ ′Jˆ P̂ ′Kˆ P̂ ′Lˆ
(D.4)
と書き直せる. ただし, ここで TIˆJˆKˆ は (6.1.54)で定義したDFTcovの一般化捩率テンソルである.
また, RIˆJˆKˆLˆは
RIˆJˆKˆLˆ = RIˆJˆKˆLˆ +RKˆLˆIˆJˆ + ΓHˆIˆJˆΓHˆ KˆLˆ − ΩHˆIˆJˆΩHˆ KˆLˆ (D.5)
であり, これは (3.1.61)で定義したDFTの Riemannテンソルとセクション条件の下で一致する.
この形のRiemannテンソルは [37, 62]などで議論されている.
以上の {Θ̂∇0 , Θ̂∇0 }の計算結果から弱い古典的マスター方程式 (6.1.59)が (6.1.60)と計算される.
この計算は, 共変化された一般化Lie微分L∇の閉条件 [L∇V1 ,L∇V2 ]V Iˆ3 −L∇L∇V1V2V
Iˆ
3 = 0と同値である:










+ ηIˆHˆ(3W[KˆIˆLˆ] − 2Ω[KˆIˆ]Lˆ)(−DLˆV1JˆV Jˆ2 V Kˆ3 +DLˆV1JˆV Kˆ2 V Jˆ3 − V Kˆ1 DLˆV2JˆV J3 )
+ (3W[JˆKˆLˆ] − 2Ω[JˆKˆ]Lˆ)(−DLˆV Iˆ1 V Jˆ2 V Kˆ3 + V Jˆ1 DLˆV Iˆ2 V Kˆ3 − V Jˆ1 V Kˆ2 DLˆV Iˆ3 )
−DKˆV1JˆV Jˆ2 DKˆV Iˆ3 − 2DKˆV Iˆ[1DKˆV2]JˆV J3 (D.6)
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